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Sa Majesté l'Empereur NAPOLÉON III a voulu, sur la proposition du 
Ministre de Tlnstruction publique M. H. Fortoul, et conformément aux 
conclusions d'une Commission présidée par M. le Maréchal Vaillant, 
réorganiser l'Observatoire de Paris. 

D'après les termes du Décret impérial, le Directeur de l'Observatoire 
doit : 

ce Préparer et soumettre à l'approbation du Ministre le plan qu'il se 
3> propose de suivre dans la direction des Observations ; 

» Signaler les améliorations dont l'établissement est susceptible ; 

» Publier chaque année les Observations faites dans l'année précédente, 
» ainsi que la réduction de ces Observations et leur comparaison avec la 
» Théorie ; 

» Pourvoir à l'instruction des Fonctionnaires. » 

Pour me conformer aux deux premières prescriptions, j'ai, en dé- 
cembre i854, adressé au Ministre de l'Instruction publique un Mémoire 
intitulé : Rapport sur l'Observatoire impérial de Paris , et Projet d'Orga- 
nisation, Rapport qu'on trouvera plus loin et qui sert de préambule au pré- 
sent Recueil. Les propositions qui y sont*contenues ont été approuvées 
par le Gouvernement, et elles seront mises à exécution à mesure que les 
ressources de rétablissement le permettront. 
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La fondation des Annales de V Obsers^atoire impérial de Paris est 
destinée à pourvoir d'une manière convenable à la publication des 
Observations de toute nature, et à celle des Travaux de calcul qui sont 
indispensables pour faire acquérir aux résultats une valeur scientifique 
réelle. La discussion des Observations et leur comparaison avec la Théorie 
ne peuvent être correctes et fructueuses qu'autant que l'on part de données 
certaines et qu'on dispose de Tables dont la préparation est longue et 
pénible. Ce travail préliminaire est en cours d'exécution, et ses principaux 
résultats, destinés à servir de bases à nos opérations ultérieures, paraîtront 
d'abord dans les Annales. Aussitôt après, nous commencerons la publication 
annuelle et régulière des Observations. 

Je venais de réunir et de coordonner des matériaux assez nombreux sur 
les Théories du Système planétaire lorsque la Direction de l'Observatoire 
me fut confiée. Gomme je m'étais efforcé de donner à ma rédaction la 
suite et la régularité nécessaires pour en relier toutes les parties entre elles, 
elle se trouva susceptible, moyennant quelques additions, de concourir 
utilement à l'instruction de nos Fonctionnaires. Ces additions ont été faites, 
et il en est résulté un travail comprenant, outre des Mémoires sur plusieurs 
points de la science, un certain nombre de Chapitres didactiques, destinés 
à résumer d'une manière concise l'ensemble des Formules et des Théories 
auxquelles l'Astronome a fréquemment recours. Je publierai successi- 
vement dans les Annales y et sous le titre commun Recherches astrono- 
miquesy les diverses parties de ce travail; espérant qu'il pourra être de 
(juelque utilité par les exposés méthodiques qu'il présente, par les discus- 
sions et les recherches scientifiques qu'il contient. 



U.-J. LE VERRIER. 



Observatoire impérial de Paris, déiembre i855. 
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RAPPORT 



SUR 

L'OBSERVATOIRE IMPÉRIAL DE PARIS 

ET 

PROJET D'ORGANISATION (*), 
Par U.-J. LE VERRIER. 



1854. Décembre. 

Chargé, au mois de février dernier, de la Direction de l'Observatoire Impérial 
lie Paris, je me suis immédiatement appliqué à tirer le meilleur parti pos.sible des 
faibles ressources laissées à ma disposition, afin de prendre une première part aux 
travaux et aux découvertes qui se poursuivent dans le monde entier. Ces efforts 
n'ont pas laissé de porter quelques fruits. 

En même temps qu'il était pourvu aux nécessités les plus pressantes, l'avenir 
était l'objet de mes préoccupations. S'il n'est possible de réussir dans une entre- 
prise sérieuse qu'en suivant avec persévérance un plan nettement défini, cette 
condition est plus indispensable dans les études astronomiques, où tout s'enchaîne, 
où les travaux d'un siècle préparent les travaux du siècle à venir et servent de base 
aux découvertes futures. Un des caractères les plus remarquables du grand obser- 
vatoire anglais de Greenwich consiste en ce que les astronomes y ont travaillé 
sur un même plan, depuis l'origine de l'établissement jusqu'à l'époque actuelle. 

{*) Le présent Rapport a été adressé au Ministre de l'Instruction publique et des Cultes, en exécution 
de l'art. 10 du décret du 3o janvier i854 , qui prescrit au Directeur de l'Observatoire de préparer et de 
soumettre à l'approbation ministérielle le plan des travaux à venir. Les propositions qu'il contient ont été 
acceptées. 

T. I 



Digitized by 



Google 



RAPPORT SUR L'OBSERVATOIRE DE PARIS 
Le but de cet observatoire avait été clairement fixé par l'ordonnance royale de 
1675, laquelle porte « que les astronomes devront s'appliquer avec le plus grand 
» soin et la plus grande activité à rectifier les Tables des mouvements des corps 
)) célestes et les places des étoiles fixes, afin de donner les moyens de trouver les 
»» longitudes en mer, ce qui est si désirable pour le perfectionnement de Tart de 
») la navigation (*). » 

Lors de la fondation de l'observatoire central de Poulkova, près Saint-Péters- 
bourg, observatoire de récente création et que nous aurons souvent à citer, ainsi 
(jue celui de Greenwich, il fut décidé « que le but principal devait être de tra- 
M vailler à l'avancement de l'astronomie stellaire, » sans toutefois renoncer aux 
autres observations autant qu'elles seraient compatibles avec ce but principal. 

Le décret impérial du 3o janvier i854, décret qui reconstitue l'Observatoire 
de Paris, prescrit au Directeur « de préparer et soumettre à l'approbation minis- 
» térielle le plan des travaux à venir. » 

Depuis l'époque où les Ptolémée fondèrent l'observatoire d'Alexandrie, l'astro- 
nomie a été chez divers peuples l'objet d'une prédilection constante. Jamais toute- 
fois les esprits ne s'étaient portés vers la culture de cette science avec une activité 
pareille à celle dont nous sommes les témoins, et qui, en plusieurs pays, a fait 
de l'astronomie une science vraiment nationale : le mot n'a rien d'exagéré. Le 
moment est donc venu pour la France d'examiner sans faiblesse le rôle qu'elle 
a gardé dans ce grand mouvement scientifique, et de fixer avec résolution la part 
qu'elle veut s'y réserver désormais. Le second rang lui suffîrait-il donc? Per- 
sonne assurément n'aurait le droit de le supposer, et c'est de la constitution d'un 
observatoire de premier ordre qu'il s'agira dans le présent Rapport. 

On ne se fait généralement, sur l'étendue des travaux d'un grand observatoire, 
dans l'état actuel de la science et de ses applications, qu'une idée fort inexacte, 
beaucoup trop étroite et qu'il importe de rectifier. De la connaissance précise des 
obligations imposées à l'Observatoire Impérial découlera la mesure de^ ressources 
qui doivent être mises à sa disposition. 

Les recherches astronomiques peuvent se diviser en deux groupes principaux, 
savoir : 

i^. Les recherches de physique céleste, comprenant l'examen de la nature du 
Soleil, delà Lune, des planètes et de leurs satellites, et l'élude des mouvements 
de ces corps; la découverte de mondes encore inconnus et celle des comètes; les 



(*) That they should apply themselves with Ihe utmost care and diligence to rectify the Tables of Ihe 
motions of the heavens and the places of the fixed stars, in order to find out the so much desired longi- 



tude at the sea, for the perfection of the art of navigation. 
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mouvements et la nature des étoiles; les nébuleuses et, plus généralement, Tastro- 
nomie sidérale, mine féconde et inépuisable de découvertes remarquables par leur 
variété et leur splendeur; 

2^. I^s recherches de physique terrestre embrassant Térude de la figure de la 
Terre et des lois de la pesanteur; celle de la géographie astronomique; les appli- 
cations de l'astronomie aux besoins de la société; l'étude du magnétisme terrestre, 
des propriétés de la lumière et des phénomènes météorologiques tant régidiers 
qu'accidentels : 

Ensemble tellement vaste, qu'il n'est point d'astronome qui pût traiter de tous 
ces objets avec une autorité suffisante, et qu'on ne pourra parvenir a les cuUiver 
avantageusement dans un même établissement, qu'à la condition d'y réunir un 
nombre suffisant d'hommes spéciaux dans les différentes parties de la science. 
Quels que soient, au reste, ceux de nos travaux. que l'on veuille considérer, ce 
serait une erreur de croire qu'ils se réduisent aux observations. Loin de là; pour 
déduire de ces observations une vérité scientifique, il faut presque toujours les 
soumettre à luie discussion approfondie et les comparer à une théorie : ce qui 
exige le plus souvent d'immenses calculs dont la durée surpasse de beaucoup le 
temps consacré aux observations elles-mêmes. 

OBSERVxiTIONS ASTRONOMIQUES. 

Les observations astronomiques, entreprises pour l'avancement de la physique 
céleste, sont de deux sortes : 

Dans les unes, l'observateur, appelant à son aide les appareils optiques les plus 
puissants, étudie la nature de la surface du Soleil, les propriétés et la puissance 
calorifique de ses rayons, les phénomènes de ses éclipses; la configuration des ter- 
rains volcaniques de la Lune, de ses vallées et de ses montagnes; les accidents de 
la surface de Vénus, de Mars, de Jupiter, de Saturne, et les mystérieuses varia- 
tions des anneaux de cette dernière planète. Il cherche à découvrir les corps épars 
dans notre système planétaire, et encore inconnus; il épie l'arrivée des comètes. 
Il s'efforce de sonder la profondeur des cieux, de découvrir la distribution de la 
matière dans la voie lactée, et de pénétrer les secrets de la formation des nébu- 
leuses. 

Dans les autres, l'astronome, ayant surtout en vue de préparer des matériaux 
pour l'étude des lois des mouvements célestes et de la nature intime des forces 
qui régissent le monde, met en œuvre les procédés les plus précis que puissent 
fournir la mécanique et la physique pour obtenir avec la dernière exactitude les 
situations relatives des astres. Il fixe les positions des étoiles par rapport à l'équa- 
teur, et les emploie ensuite comme terme de comparaison pour étudier les mouve- 
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ments du Soleil, de la Lune et des planètes. Par des mesures micrométriques il 
relie les satellites aux planètes elles-mêmes, ou fixe les positions relatives des 
étoiles doubles. 

Ce dernier genre d'observations, dont Tensemble appartient à l'astronomie de 
précision, devra occuper le premier rang dans ce Rapport, comme il le tient effec- 
tivement dans la science. La contemplation attentive et la description du ciel ont 
sans doute donné et produiront encore de grandes découvertes physiques. La 
mesure des mouvements des astres nous a révélé les lois qui régissent l'harmonie 
des cieux : elle a été le point de départ du puissant essor qu'a pris dans les deux 
derniers siècles le génie scientifique de l'homme. 

Depuis deux mille ans les astronomes s'occupent sans relâche à déterminer les 
positions des étoiles entre elles et par rapport à Téquateur : travail pénible qu'ils 
recommencent sans cesse, travail aride aux yeux de ceux qui regarderaient la 
précision de ces positions comme le but final, mais plein de puissant intérêt et de 
fécondité, comme on en peut juger d'après les conséquences auxquelles il a 
conduit. 

Le plus habile observateur de l'école d'Alexandrie, Hipparque, reconnaît par ses 
propres observations comparées à celles de ses prédécesseurs, que les distances 
angulaires des étoiles à l'équinoxe éprouvent des changements progressifs, et il 
découvre le phénomène de la Précession ; phénomène dû à ce que la ligne des 
pôles du globe que nous habitons ne garde pas une direction constante dans le 
ciel, mais décrit en vingt-six mille ans, autour du pôle de l'écliptique, un cercle 
dont le diamètre embrasse quarante-sept degrés de la sphère. L'importance de 
cette découverte, déjà si belle en elle-même, et qui s'accomplit un siècle et demi 
avant notre ère, grandira avec le temps ; elle donnera lieu à de nouvelles obser- 
vations, et inspirera aux géomètres l'une de leurs plus belles conceptions mathé- 
matiques. Le changement du zodiaque, dans la suite des siècles, permettra de 
retrouver, dans les monuments de l'antiquité la plus reculée, des témoignages 
irrécusables de leur âge. 

Dès qu'il a tourné ses regards vers la voûte céleste, l'homme désire connaître 
à quelles distances il se trouve des étoiles, de ces soleils des autres mondes. Mais 
comment y parvenir? La mesure de la distance de tout objet inaccessible exige 
une base suffisante, et que notre globe exigu ne saurait fournir. Supposez donc 
la Terre immobile, et le problème posé reste insoluble. Mais admettez, avec Co- 
pernic, que la Terre se meuve autour du Soleil : transporté par elle aux extrémités 
d'une ligne de soixante-seize millions de lieues d'étendue, l'astronome disposera 
d'une base digne de considération, et sur laquelle il pourra s'appuyer avec quel- 
que espérance de succès. A moins en effet que cette distance, immense pour 
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nous, ne soit elle-même insensible vis-à-vis des distances stellaires, le déplacement 
de l'observateur produira cet effet, que chacune des étoiles paraîtra se mouvoir 
dans le ciel, en parcourant en une année la circonférence d'une petite ellipse. 

C'est ce phénomène que Bradley entreprenait d'observer et de mesurer en l'an- 
née 1728, après avoir donné aux observations un degré de précision inconnu jus- 
qu'alors. Or, une année s'était à peine écoulée, que Bradley reconnaissait dans 
les étoiles un déplacement apparent sur la voûte céleste, chacune d'elles parais- 
sant effectivement se mouvoir sur la circonférence d'une ellipse. Mais, chose 
étrange! ces ellipses se présentaient dans des conditions inverses de celles qu'on 
avait supposées^ et qui résultaient de la discussion géométrique du problème que 
Bradley avait entrepris de résoudre. Le fait en présence duquel on se trotfvait, 
n'était donc pas dû à la distance des étoiles; mais il révélait à Bradley V aberration 
de la lumière^ phénomène qui altère les positions apparentes des astres, et pro- 
vient de la composition de la vitesse de la lumière avec celle de la Terre dans son 
orbite. On pouvait donc mesurer la vitesse de la lumière, directement émise par 
les étoiles, la comparer à la vitesse de la lumière solaire réfléchie par les satellites 
de Jupiter, et établir ainsi une analogie de plus entre les grands corps de l'univers. 

En poursuivant ses observations, Bradley s'aperçut que les étoiles semblaient 
encore affectées d'un autre mouvement, qu'il lui fallut étudier assidûment pendant 
vingt années avant d'en obtenir la clef. Cette nouvelle inégalité décela dans l'axe 
de la Terre, outre le mouvement de précession qui s'effectue en vingt-six mille 
ans, un balancement qui a reçu le nom de natation et dont la période est de 
dix-huit ans et demi environ. Cette durée étant précisément égale à celle de la 
révolution des nœuds de l'orbite de la Lune, il était impossible de méconnaître 
Tinfluence de notre satellite sur le phénomène. La natation de l'axe terrestre est 
due à l'action de la Lune et à l'aplatissement de notre globe, de même que la 
précession est due aux influences combinées de la Lune et du Soleil. 

Posé en ces termes, le problème des mouvements de l'axe terrestre tombe danii 
le domaine des sciences mathématiques. L'analyse complète de la question con- 
duit à reconnaître qu'on pourrait calculer à priori la quantité annuelle de la pré- 
cession et la grandeur de V ellipse de natation, pourvu qu'outre les données dont 
on dispose, on connût encore la masse de la Lune et une certaine quantité inti- 
mement liée à la distribution de la matière dans l'intérieur de la Terre. Mais dans 
l'ignorance où nous nous trouvons sur ces deux éléments, les astronomes ont 
préféré renverser la question : comme ils avaient mesuré la précession et la nuta- 
tion, ils se sont servis de ces données pour calculer la masse de la Lune qu'ils 
ont trouvée égale à -i; de celle de la Terre, et pour obtenir à l'égard de la consti- 
tution intérieure de notre planète une donnée numérique sur laquelle nous ne 
pouvons insister ici. Ajoutons seulement que le rapport de la marée lunaire à la 
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marée solaire dépendant de la masse de notre satellite, on se trouve en possession 

de l'un des éléments de la théorie des marées. 

Par opposition aux planètes, astres errants j les étoiles avaient reçu le nom de 
JixeSj parce qu'on regardait chacune d'elles comme étant invariablement attachée 
au même point de la voûte du ciel. Et, effectivement, les déplacements que nous 
avons signalés dans leurs positions ne sont que des apparences provenant du 
mouvement de l'observateur et d'un jeu de la lumière. Toutefois, outre ces appa- 
rences, l'observation a signalé dans les étoiles des mouvements très-réels^qui leur 
sont propres, et en vertu desquels elles semblent se diriger au travers de l'espace 
vers des régions et des destinées inconnues. Sans aucun doute, chacun de ces 
soleijs, obéissant à l'attraction de tous les autres, se meut dans l'espace qui les 
sépare, de la même manière que se meuvent les planètes en vertu de leur action 
I mutuelle et de celle du Soleil. • 

Il n'échappa point à Herschel que les étoiles étant douées de mouvements 
propres, il était difficile d'admettre que notre Soleil fit exception à une règle si 
générale ; on devait plutôt croire qu'il se mouvait aussi dans l'espace, entraînant 
avec lui son cortège de planètes. Mais, quelque plausible que fût cette idée, com- 
ment en vérifier l'exactitude? Herschel reconnut, par l'étude des positions des 
étoiles, que dans une certaine région du ciel les dimensions des constellations 
paraîtraient aller en grandissant, tandis qu'elles se restreindraient, au contraire, 
dans la partie opposée de la sphère ; et il n'hésita pas à en conclure que le Soleil se 
dirige vers les premières constellations, ou, pour parler plus exactement, vers un 
point de la constellation d'Hercule, avec une vitesse comparable à celle de la Terre 
dans son orbite. Cette belle conception a été confirmée par les travaux ultérieurs 
des astronomes et notamment par ceux d'Argelander et de O. Struve. 

Voilà, certes, d'admirables résultats tirés de l'observation des positions des 
étoiles, et qui laissent présager ceux qu'on a droit d'en attendre, à mesure qu'on 
lui donnera plus de précision; car la science est sans bornes, et c'est lorsqu'on 
serait tenté de la croire arrivée à ses dernières limites, qu'elle prend tout à cou|) 
un nouvel essor. Citons, en témoignage, la dernière découverte de l'illustre astro- 
nome de Kœnisberg, Bessel, dont la science porte encore le deuil. 

A l'époque actuelle de l'année (décembre), nous voyons le soir, et dans la 
région sud-est, se lever une belle étoile, la plus belle du ciel, colorée d'un rouge 
vif dans les temps anciens, aujourd'hui éblouissante d'éclat et de blancheur^ 
Sirius! Objet de l'admiration des plus indifférents, elle est devenue pour la science 
un sujet d'études des plus féconds. Comme la recherche de sa distance (un mil- 
lion de fois environ celle de la Terre au Soleil), n'a point indiqué qu'elle fut plus 
voisine de nous que ne le sont beaucoup d'étoiles, il faut admettre de deux choses 
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Tune : ou bien que sa surface jouit d'un éclat intrinsèque très-supérieur, ou bien 
que Sirius est incomparablement plus grosse que notre Soleil lui-même. Celte 
dernière hypothèse paraîtrait être la véritable. 

En discutant les observations de Sirius, comparée pendant cent ans aux 
étoiles des constellations du Taureau, d'Orion et des Gémeaux, Bessel a constaté 
dans cette étoile un mouvement d'oscillation particulier et très-prononcé ; phéno- 
mène inexplicable, sinon en admettant que Sirius est soumise à l'influence d'un 
corps de dimension considérable, auquel elle est enchaînée par les lois de la gra- 
vitation. Or cette supposition rend un compte si parfait de toutes les circonstances 
du phénomène, que nous ne saurions douter qu'elle ne soit l'expression de la 
vérité. Si nous n'avons pas aperçu jusqu'ici ce compagnon de Sirius, c'est qu'il ne 
constitue pas un second soleil brillant d'une lumière propre, comme dans les 
systèmes d'étoiles doubles, mais bien une grosse planète du Soir il Sirius , planète 
dont l'éclat emprunté n'a pu parvenir jusqu'à nous. Peut-être, en perfectionnant 
110s moyens optiques, la verrons-nous un jour; mais lors même que nous n'y par- 
viendrions pas, nous déterminerons avec le temps l'orbite qu'elle parcourt, nous 
fixerons sa masse et celle de l'étoile autour de laquelle elle se meut. 

a Un temps viendra, dit un philosophe de l'antiquité, où une application assidue 
» nous aura dévoilé les vérités qui nous sont aujourd'hui cachées. La vie d'un 
« seul homme est trop courte pour des recherches si profondes, quand on la con- 
*» sacrerait tout entière à l'étude du ciel.... La succession des siècles développera 
>» ces mystères, et nos descendants s'étonneront de notre ignorance sur des vérités 
» si claires, si simples, si naturelles.... Quant à nous, contents d'avoir hasardé 
" quelques conjectures, étudions la nature avec soin, sans présumer d'avoir atteint 
» la connaissance exacte de la vérité, mais aussi sans désespérer d'y parvenir. » 
Ces pensées, inspirées à Sénèque par ses méditations sur la théorie des comètes, 
resteront éternellement applicables à l'étude de la nature. La vie d'un homme est 
trop courte pour rassembler les matériaux indispensables à la solution des grands 
problèmes astronomiques; et lorsqu'à chaque instant nous recueillons le fruit des 
travaux de nos devanciers, ne comprendrions-nous pas que nous avons à remplir 
un devoir sacré, celui de laisser, à notre tour, à la postérité, les matériaux dont 
elle aura besoin pour pénétrer plus avant dans les secrets de la nature? 

Si ce qui précède ne devait pas suffire et au delà pour démontrer l'importance 
majeure des observations des étoiles, nous eussions cité leur rôle dans la détermi- 
nation de l'heure, dans les recherches sur la figure de la Terre, ainsi que dans 
l'étude des mouvements du Soleil, de la Lune et des planètes; nous eussions 
montré que les positions de tous ces astres, comme celles- des étoiles, se déter- 
minent par les mêmes méthodes et au moyen des mêmes instruments, et rappelé 
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qu'une discussion approfondie des matériaux ainsi recueillis nous a révélé le prin- 
cipe de Fattraction. Mais cet examen nous eût entraîné trop loin : bornons-nous 
à en rapporter les points les plus saillants. 

La Lune est pour les marins un guide précieux dans l'immensité des mers; 
mais à condition qu'on puisse calculer à l'avance et à tout instant les positions 
de cet astre. Or son cours est tellement inégal, qu'il a fallu une suite immense 
d'observations pour en démêler tous les caprices et pour amener la théorie de la 
Lune à l'état assez satisfaisant où elle se trouve aujourd'hui, et que réclamaient 
absolument les progrès de la navigation. 

Dix-sept cents ans se sont écoulés depuis que Ptolémée, l'un des successeurs 
d'Hipparque, constata la principale inégalité du inouvement de la Lune, celle 
qui se manifeste dans les quadratures. La culture de l'astronomie ne survécut pas 
à la chute de l'Ecole d'Alexandrie, et pendant ime longue suite de siècles, à partir 
de Ptolémée, on ne trouve aucune trace d'une découverte astronomique fondée 
sur les observations. 

Parmi ceux qui ont le plus contribué à relever l'art de l'observation, il est juste 
de citer le landgrave de Hesse, Guillaume IV, soit pour l'observatoire qu'il éleva 
à Gassel et dans lequel il se montra observateur zélé et habile, soit pour l'appui 
qu'il donna à Tycho-Brahé en lui gagnant la protection de Frédéric II, roi de 
Danemark. Pendant les vingt-cinq années que Tycho-Brahé passa à Uranibourg, 
il réunit un très-grand nombre d'observations célestes, plus exactes que toutes 
celles de ses devanciers ou de ses contemporains. Celles de la Lune lui apprirent 
qu'outre l'inégalité découverte par Ptolémée, il était nécessaire de tenir compte 
d'une seconde perturbation, dont la connaissance donna à la théorie de notre 
satellite une perfection très-grande pour cette époque. 

Mais le monument* le plus considérable de l'astronomie lunaire est la prodi- 
gieuse série des observations de cet astre qui ont été faites à Greenwich, depuis 
Flamsteed, et pendant cent soixante-dix ans sans interruption. Aussi les travaux 
de l'observatoire royal d'Angleterre doivent-ils être considérés comme la base 
fondamentale de la théorie de la Lune. Ils ont servi à confirmer l'accélération du 
moyen mouvement de cet astre, accélération révélée à Halley par le calcul des 
éclipses que les Chaldéens observèrent à Babylone 700 ans avant notre ère, cor- 
roborée par les observations d'Ibn-Junis au Caire, et dont le génie de Laplace a 
su découvrir la cause dans la diminution de l'excentricité de l'orbite terrestre. 
Jjes astronomes de Greenwich s'appliquent sans cesse à conserver et à accroître 
ce glorieux dépôt. Ainsi, tandis qu'on ne peut obtenir ailleurs la position de 
notre satellite que longtemps avant ou après la nouvelle Lune, l'astronome royal, 
M. Airy, vient d'installer un instrument au moyen duquel on arrive à déterminer 
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la positioi) de la Lune dans le voisinage même du Soleil : on a trop souvent constaté 
l'inexactitude des Tables lunaires lors des éclipses de Soleil, pour qu'on puisse 
douter que cette nouvelle série d'observations ne donne de nouveaux moyens de 
perfectionner la théorie de la Lune, et ne soit ainsi d'une grande utilité pour la 
géographie et la navigation. 

A la mort de Frédéric II, la coterie envieuse qu'avaient suscitée les succès de 
Tycho-Brahé, étant devenue toute-puissante sous les tuteurs du jeune roi Chré- 
tien IV, elle força le grand astronome à s'exiler d'Uranibourg. Tycho-Brahé se 
retira à Prague, et fonda un nouvel observatoire sous la protection de l'empereur 
Rodolphe. Ce fut là qu'il rencontra Kepler, à qui il remit en mourant le précieux 
dépôt de ses observations : Kepler, dont le génie devait tirer de ce trésor les lois 
immortelles qui portent son nom, et dont la découverte préparait la venue de 
Newton. 

Il est consolant, lorsqu'on fixe ses regards sur la méchanceté des homme», de 
la voir tellement impuissante à faire le mal, que lors même qu'elle parait triompher, 
elle n'est en réalité qu'un instrument pour l'exécution des desseins de la Provi- 
dence. Enlevez à Newton la connaissance des lois de Kepler, et il ne découvrira 
pas le grand principe de l'attraction. Kepler lui-même, quels que soient son génie 
et sa puissance de divination, épuisera en vain son esprit dans la recherche des 
lois du monde, si l'observation précise des mouvements célestes ne lui sert de 
guide. Mais les matériaux qui lui sont indispensables ont été recueillis dans une 
petite île de la Baltique, et lorsque le moment sera venu de les mettre en œuvre, 
guidé par une main invisible, Tycho-Brahé, quittant sa retraite, viendra lui-même 
les confier au génie qui doit les féconder ! 

Et c'est ici que nous pourrons juger, en empruntant les expressions mêmes de 
Kepler, combien la précision des observations importe à Favenir de la science. 
On admettait que les corps célestes se mouvaient nécessairement dans des cercles 
excentriques au Soleil, et qu'ils parcouraient avec une vitesse constante. Or 
Kepler, cherchant à représenter dans cette hypothèse les observations faites par 
lycho sur la planète Mars, ne put éviter des différences de huit minutes sexagési- 
males entre la théorie et l'observation. De tels écarts, s'ils se fussent produits à 
]*égard d'observations anciennes, eussent été sans doute attribués à l'imperfection 
des instruments; mais, en présence d'un astronome tel que Tycho, cette explica- 
tion n'était plus possible : la théorie se trouvait donc en défaut, et dès lors le 
système astronomique de Ptolémée tombait sans retour. « Cette différence de 
M huit minutes, dit Kepler, est plus petite que l'incertitude des observations de 
» Ptolémée, incertitude qui, de l'aveu de cet astronome, était au moins de dix 
» minutes. Mais la bonté divine nous ayant fait présent, dans Tycho-Brahé, d'un 
I. 7. 
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» très-exact observateur, il est juste de reconnaître ce bienfait de la Divinité, et 

w de lui en rendre grâces., Convaincus maintenant de l'erreur des hypothèses dont 

» nous venons de faire usage, nous devons employer tous nos efforts pour décou- 

» vrir les lois véritables des mouvements célestes. Ces huit minutes, qu'il n'est 

>» plus permis de négliger, m'ont mis sur la voie pour réformer toute l'astrono- 

» mie, et font la matière de la plus grande partie de cet ouvrage. » 

Assurément on ne rencontre plus d'erreur de huit minutes dans les théories pla- 
nétaires : et depuis la découverte de Neptune, révélée par les écarts du mouve- 
ment d'Uranus, il n'y a plus aujourd'hui de planète dont la théorie soit manifes- 
tement en défaut plus que celle d'aucune autre. Les erreurs qui subsistent encore 
ne s'élèvent qu'à quelques secondes; mais, en revanche, elles existent partout, et 
leur petitesse ne nous autorise pas à les négliger. 

Il serait certainement peu grave en soi que nos Tables fissent erreur d'une demi- 
seconde sur le temps du passage d'un astre au méridien, si, au point de vue scien- 
tifique, l'importance de cette erreur ne résidait dans son degré de certitude, bien 
plutôt que dans sa grandeur. Tout écart décèle une cause inconnue, et peut deve- 
nir la source d'une découverte. Si ces écarts devaient grandir considérablement 
avec le temps, nous pourrions, il est vrai, attendre leur entier développement, pour 
lire avec plus de sûreté dans leur marche progressive la cause qui les produit. 
Mais nous laisserions ainsi à nos neveux le soin de perfectionner la science 
et l'avantage de connaître de nouvelles vérités. En outre, certaines actions étran- 
gères peuvent se manifester par des effets toujours peu sensibles; et si nous 
dédaignions ces effets, la cause dont ils dépendent nous resterait éternellement 
inconnue. 

L'influence des innombrables petites planètes existant entre Mars et Jupiter, 
celle des comètes et des flux d'astéroïdes, l'action de la lumière zodiacale et l'effet 
de la résistance de l'éther sont à peine soupçonnés ou entrevus. De nouvelles 
recherches sur ces grandes questions conduiront sans doute à des résultats inat- 
tendus, tout en éclaircissant plus d'un point encore obscur de la physique céleste. 
Nous souhaitons vivement que dans ce champ des luttes pacifiques, la France se 
porte au premier rang, et soutienne sa vieille renommée scientifique. Qu'on le 
sache toutefois, l'entreprise est grande et difficile, et mieux vaudrait s'abstenir 
plutôt que de la tenter avec des demi-moyens, qui conduiraient infailliblement à 
un échec. 

Des observations méridiennes. 

Le mouvement diurne de la Terre sur elle-même serait resté pour les astro- 
nomes la source de difficultés insurmontables dans la mesure des positions relatives 
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des astres, si Rœmer n'avait conçu et réalisé l'idée de faire servir ce mouvement 
même à la détermination des ascensions droites, et de changer ainsi l'obstacle en 
un précieux avantage. Par suite du mouvement diurne et uniforme de la sphère 
céleste, tous les astres venant à passer successivement, en vingt-quatre heures, au 
méridien d'un observatoire, il suffit de déterminer les différences des heures des 
passages pour conclure la distance angulaire des méridiens célestes de ces astres. 
En joignant à cette détermination la mesure des distances polaires, effectuée 
également dans le méridien, la position de chaque astre se trouve nettement fixée 
dans le ciel. 

Ija mesure des ascensions droites et des déclinaisons des astres étant, comme 
nous l'avons exposé, la base réelle de l'astronomie proprement dite, elle constitue 
la partie la plus importante et la plus considérable du travail d'un grand observa- 
toire. De sa plus grande rigueur dépendent les progrès ultérieurs de la science. 
Mais la science est cosmopolite; elle s'inquiète peu de voir les travaux qu'elle 
utilise sortir d'un observatoire ou d'un autre. Et comme en cette matière les 
déterminations les plus précises, faites à une époque donnée, sont les seules dont, 
en définitive, on fasse usage, il s'ensuit que les productions de l'observatoire qui 
se laisse devancer sont comme nulles et non avenues. Il importe donc d'examiner 
quelle est la situation de la France dans cette partie de l'astronomie de précision, 
où ne pas tenir le premier rang, c'est ne pas exister. 

Rœmer, à qui l'astronomie doit l'invention de la Lunette méridienne, inven- 
tion remontant à la fin du xvii® siècle , passa plusieurs années à l'Observatoire 
de Paris. Très-malheureusement il lui fut impossible de faire accepter ses idées 
par Cassini ; la résistance de cet astronome priva notre pays de l'honneur d'inau- 
gurer une grande et longue série d'observations propres à donner de nouveaux 
fondements à l'astronomie. Une telle faute devait peser sur l'Observatoire de 
Paris pendant plus d'un siècle. 

Pourvu, en 1760, de la charge d'astronome royal près de l'observatoire de 
Greenwich, Bradley se hâla d'y installer une lunette méridienne, construite par 
Shelton, et avec laquelle il commença et poursuivit jour et nuit, pendant douze 
ans, un admirable cours d'observations régulières. L'astronome a besoin, poui* 
fonder ses théories, des observations anciennes tout autant que des nouvelles. 
L'initiative prise par Bradley a donc assuré à l'Angleterre l'avantage de fournir à 
la science l'une de ses bases. 

L'exemple de Bradley ne profita pas à l'Observatoire de Paris ; et tandis que 
Maskelyne continuait courageusement et sans interruption l'œuvre entreprise par 
Bradley, cinquante années s'écoulèrent, pendant lesquelles les astronomes de notre 
Observatoire ne laissèrent à la science que bien peu d'utiles observations. 

Ce fut seulement en 1800 que Bouvard ayant été appelé à l'Observatoire de 
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Paris, sous le patronage de Tillustre Laplace, une lunette méridienne y fut enfin 
installée; on commença une série d'observations des passages, et on la continua 
jusqu'en 1828. Mais, il faut bien le reconnaître, parce que c'est ici un fait incon- 
testable acquis à l'histoire de la science, ces observations demeurèrent bien au- 
dessous, pour la précision, de tout ce qu'avait fait Bradley lui demi-siècle aupa- 
ravant. Aussi en a-t-on tiré fort peu de chose. Vers 1828 les observations furent 
interrompues durant huit années, pendant lesquelles on construisit de nouvelles 
salles d'observation et de nouveaux instruments. 

Pour apprécier la valeur scientifique de la dernière période de travaux, à partir 
de 1837, il est essentiel de remarquer qu'outre l'observatoire de Greenwich, qui 
améliorait sans relâche ses moyens d'observation, et n'a cessé de le faire pendant 
les vingt dernières années, on allait se trouver en présence d'un concurrent tout 
aussi redoutable, l'observatoire de Poulkova, fondé il y a vingt ans, à quatre lieues 
au sud de Saint-Pétersbourg. Déjà la Russie s'était signalée par la culture de l'as- 
tronomie, notamment dans l'observatoire de Dorpat, lorsque son Gouvernement 
résolut de fonder un observatoire modèle, supérieur à tout ce qu'on avait édifié 
jusque-là. L'empereur accorda un crédit illimité \)oiir la fondation du nouvel éta- 
blissement, choisit lui-même l'emplacement, et ordonna que la construction des 
instruments serait mise au concours entre les artistes de toute l'Europe. 

L'exécution de ce vaste plan, confiée à l'un des plus éminents astronomes de 
l'époque, ancien directeur de Dorpat, fut digne de la pensée du fondateur. En 
i838 l'observatoire était construit, les instruments installés. Sur le crédit illimité 
accordé pour la construction, il avait été dépensé une somme de deux millions 
et demi^ indépendamment du prix du terrain. Enfin l'observatoire recevait une 
dotation annuelle de 80000 francs. C'est contre de telles forces qu'il s'agit de 
lutter aujourd'hui et auxquelles il faut ajouter celles qui sont accumulées dans 
les observatoires des deux mondes : Altona, Berlin, Bilk, Bonn, Boston, Bruxelles, 
Cambridge, Christiania, Cincinnati, Durham, Edimbourg, Florence, Genève, 
Gœttingue, Hambourg, Rœnisberg, le Gap, Leipsick, Leyde, Liverpool, Man- 
heim, Markree-Castle, Regent's Park, Rome, Vienne, Washington 

Instrument des passages. 

La première des conditions propres à assurer l'exactitude des observations étant 
de bien voir l'objet à étudier, l'astronome en possession de la meilleure lunette 
jouit d'un grand avantage. Sous ce rapport la prééminence appartient incontesta- 
blement à Greenwich, la force de sa Innette méridienne étant à celle de la lunette 
de l'Observatoire de Paris dans le rapport de 16 à 9, c'est-à-dire presque double. 
Ce fait n'a pas besoin de commentaire. Nombre de petits astres, que nous ne 
pouvons voir dans la lunette méridienne de Paris^ sont observés à Greenwich; et 
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quant à ceux que nous pan^enons à apercevoir, comme ils-nous apparaissent deux 
fois plus faibles qu'à Greenwich, il est trop évident que nous en fixons plus 
difficilement les positions. 

Pour rendre visibles pendant la nuit les fils tendus dans la lunette et qui servent 
à fixer la position des astres, il est nécessaire d'introduire dans Tinstrument une 
certaine quantité de lumière au moyen de laquelle on puisse, ou bien éclairer 
le champ de la lunette en laissant les fils obscurs, ou inversement, laissant le 
champ obscur, éclairer les fils. De ces deux dispositions, tour à tour indispen- 
sables , et qui existent Tune et l'autre à Greenwich, la seconde manque à Paris, 
ce qui nous rend impossibles beaucoup d'observations (*). 

La puissance optique de l'instrument étant ainsi jugée, parlons de savaient 
mécanique, laquelle s'estime par la stabilité de l'axe de rotation et de l'axe optique- 

Le niveau au moyen duquel on mesurait l'inclinaison de l'axe de rotation, avant 
mon arrivée à l'Observatoire, ne reposant pas sur les parties frottantes des tou- 
rillons, mais bien sur leurs prolongements, l'opération ne pouvait avoir de valeur 
que dans le cas où cette dernière partie des tourillons aurait été le prolongement 
géométrique de la partie frottante. Or, en supposant que l'artiste fût parvenu à 
réaliser cette condition dans l'origine (ce que rien n'établit et au contraire), pou- 
vait-on raisonnablement espérer qu'il en devait être encore de même aujourd'hui, 
après que la partie frottante et la partie extérieure des tourillons ont été soumises 
à des causes d'altération et d'usure si diverses depuis dix-huit ans? Non assuré- 
ment; et, loin de là, nous avions des raisons de croire le contraire. En effet, on 
n'obtenait pas la même inclinaison de l'axe dans les différentes positions de la 
lunette, fait qui accusait nécessairement, ou bien un défaut réel dans la construc- 
tion de la partie frottante de cet axe, ou bien un défaut dans la partie sur laquelle 
reposait le niveau. En outre, une étude dans la forme des tourillons accusa un 
défaut de circularité dans l'une des parties sur lesquelles on posait le niveau. 

Comme il était question à cette époque de la détermination de la différence de 
longitude entre Paris et Greenwich, et que cette opération nécessitait une exacte 
détermination de l'heure de l'Observatoire, laquelle dépend essentiellement de 
l'inclinaison de l'axe, il fallut immédiatement pourvoir à la difficulté précédente. 
Deux voies s'offraient pour sortir d'embarras : ou bien on laisserait de côté le 
niveau, et l'on ferait usage de la réflexion de l'image du réticule de la lunette sur 
un bain de mercure; ou bien on construirait un nouveau niveau dont les points 
crappui seraient pris sur la partie frottante des tourillons. 



{*) Ce qui était vrai en décembre i854 ne l'est plus aujourd'hui (mars i855). La Lunette méridienne 
possède les deux modes d'éclairage , et l'on peut faire usage de l'un ou de l'autre à volonté. Ce n'est pas 
ici ie lieu de rendre compte des dispositions de la construction réalisée par M. Brunner. 
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J'aurais assurément préféré le premier parti, qui, lorsqu'on peut l'employer, 
permet d'obtenir l'inclinaison de l'axe rapidement et à tout instant, et qui offre 
l'avantage de ne donner lieu à aucune opération particulière sur l'instrument lui- 
même; mais une difficulté s'est présentée. Il a été impossible d'obtenir un bain de 
mercure suffisamment calme à tous les instants de la journée {*). Malheureu- 
sement les piliers des instruments méridiens sont solidaires du reste de l'édifice. 
Leurs fondations ont été poussées, il est vrai, jusqu'au fond des catacombes, mais 
les puits dans lesquels ils ont été construits ont ensuite été complètement comblés, 
et, de plus, la partie supérieure des piliers est, dans toute son étendue, encastrée 
dans les pieds-droits des voûtes qui portent l'observateur et l'édifice. Cette dispo- 
sition, très-propre à transmettre aux piliers les vibrations du sol environnant, 
étant évitée avec le plus grand soin, même dans les observatoires établis en pleine 
campagne, il eût été, à plus forte raison, à désirer qu'on ne l'eût pas rencontrée 
dans la partie récemment construite d'un observatoire placé dans une grande ville. 

Quoi qu'il en soit, dans la crainte de retarder trop la mesure de la longitude, je 
dus me déterminer pour le second parti, savoir : un niveau reposant sur la partie 
frottante des tourillons. Les difficultés de la construction de ce niveau à adapter 
sur un instrument où il n'avait pas été tenu compte de la condition que nous 
voulions remplir furent heureusement surmontées. D'une étude très-soignée de 
Taxe de la lunette méridienne faite au moyen du nouvel appareil, il est résulté : 

I**. Que les différences entre les résultats obtenus par des nivellements faits dans 
des positions diverses de la lunette ont immédiatement disparu, et qu'ainsi ces 
différences tenaient bien au mode vicieux de la disposition qui consistait à faire 
reposer le niveau sur les prolongements des tourillons^ 

2^. Qu'il existe entre les diamètres des deux tourillons une petite différence ; 

3^. Que l'axe de la lunette méridienne est loin d'avoir la stabilité désirable, et 
qu'il éprouve deux variations : l'une annuelle, d'une amplitude considérable; 
l'autre diurne, et d'une étendue encore très^notable. 

Cette, instabilité de l'axe de rotation est d'une extrême gravité : car elle s'élève 
annuellement de lo à la secondes; et, dans l'intervalle d'un jour, la variation est 
quelquefois de 3 à 4 secondes. Rien de comparable n'a lieu dans des observa- 
toires où l'on détermine l'inclinaison de l'axe tous les jours, tandis qu'il y a telh» 
époque où l'on s'est contenté, à Paris, de mesurer cette inclinaison neuf (ois seu- 
lement en toute une année! Ce qui ne permet d'attendre aucune précision de la 
discussion des observations individuelles. 



(*) Ces difficultés ont été en partie surmontées, et nous espérons pouvoir, avant peu, faire usage du 
bain de mercure d'une manière courante pour la détermination de l'inclinaison de l'axe de la Lunette 
méridienne. 
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Quant à nous, il nous a fallu nous résigner à mesurer Tinclinaison trois fois par 
jour, et c'est ce qui se fait actuellement à l'Observatoire de Paris, à 8 heures du 
matin, 4 heures du soir et minuit. Mais une telle situation est intolérable, et doit 
être essentiellement transitoire. 

La stabilité de l'axe optique de la lunette méridienne laisse également beaucoup 
à désirer (*). Nous n'insisterons pas sur ce point, afin d'abréger. 

Nous ne disons pas qu'il soit impossible de remédier en partie à ces inconvé- 
nients mécaniques par quelques modifications praticables, et nous ajouterons 
même que ces modifications sont aujourd'hui en voie d'exécution. Mais, outre 
que nous n'augmenterons pas ainsi la puissance optique de l'instrument, il ne faut 
pas se flatter d'en faire, même au point de vue mécanique, un instrument de pre- 
mier ordre. On avait primitivement adapté à la Lunette méridienne un cercle de 
déclinaison dont la présence donnait à l'axe de l'instrument une telle instabilité, 
qu'on fut obligé d'enlever ce cercle deux ans après le premier établissement. Or, 
ainsi que nous l'avons déjà dit, une fois qu'on a mal calculé les conditions d'un 
instrument de précision, il est presque impossible de porter remède au mal, et 
Ja suppression du cercle n*a pas fait disparaître complètement les variations de 
l'inclinaison de l'axe. 

Il est devenu indispensable et de la dernière urgence d'établir un nouvel instru- 
ment, plus puissant et plus stable, et sur les conditions duquel nous reviendrons 
plus loin. Disons seulement qu'il faudra néanmoins se garder de priver l'Obser- 
vatoire de Paris de l'instrument actuel pourvu des améliorations désirables. Outre 
qu'on y fera encore certaines observations très-utilement, deux motifs com- 
mandent de conserver cette Lunette méridienne. 

Avant peu, conformément aux propositions que nous ferons plus loin, nous ne 
doutons pas que l'Observatoire Impérial de Paris ne soit appelé à distribuer l'heure 
dans tout l'Empire pour le service plus régulier des télégraphes, des chemins de 
fer, des ports, et surtout au grand avantage de la marine française, qui aujour- 
d'hui ne peut se procurer qu'incomplètement et à prix d'argent une précieuse 
donnée que l'Observatoire de Paris pourrait lui fournir avec toute la précision 
nécessaire. Ce service, une fois étabh, devra continuer sans interruption; et c'est 
ce qui ne pourrait être assuré si l'on ne disposait que d'une seule lunette, propre 
à la détermination de l'heure. 

Le second motif n'est pas moins digne d'attention. Il m'a été recommandé d'être 



( ^ ) Un nouveau micromètre , muni d'un fil mobile , a été adapté récemment à la Lunette méridienne. 
L'appareil de retournement a reçu également des améliorations importantes ; et si une expérience encore 
peu prolongée suffisait, nous nous croirions autorisé à dire que nous sommes panenu à obtenir une colli- 
mation très-stable , ou du moins ne présentant pas de changements brusques. 
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* 
libéral à Tégard des étrangers qui se sont présentés pour s'instruire à l'Observa- 

toire, ainsi qu'à l'égard des élèves de rÉcole Normale qui seraient détachés près 
de l'établissement. Or il est trop évident qu'avec une seule lunette méridienne, ces 
intentions du Gouvernement ne sauraient être remplies; cette unique lunette serait 
essentiellement un instrument de travail scientifique et ne pourrait servir d'instru- 
ment d'étude, soit parce qu elle ne serait pas disponible, soit parce qu'il serait im- 
prudent de la confier à des mains novices. 

Il me reste, avant de quitter la Ijunette méridienne, à attirer l'attention sur l'une 
des plus fécondes améliorations à introduire dans le système des observations. 
L'emploi de l'électricité dynamique comme intermédiaire et celui de la photo- 
graphie permettront, sans doute, de modifier le système des observations astrono- 
miques dans plusieurs de ses parties. Bornons-nous ici à ce qui concerne l'amé- 
lioration des observations méridiennes. 

On sait depuis longtemps , depuis Maskelyne , l'illustre prédécesseur de Pond 
et de M. Airy, qu'il ne suffit pas d'étudier les défauts de nos instruments de 
métal et de verre; que l'organisme humain, considéré comme un appareil 
d'observation, a lui-même ses erreurs plus ou moins régulières et constantes, 
tout comme un cercle divisé, une pendule ou une lunette méridienne. Que 
l'on demande l'heure à un astronome, il la déterminera avec une précision 
extrême à deux ou trois centièmes de seconde par exemple, par une série d'ob- 
servations convenables. On se convaincra de l'exactitude de ses résultats par 
Taccord frappant qu'ils offriront entre eux. Appliquez-y le calcul des proba- 
bilités, et vous trouverez qu'il y a mille ou dix mille à parier contre un que cet 
observateur ne se sera pas trompé de la petite quantité que nous venons d'é- 
noncer. Mais adressez-vous à un autre astronome qui se servira de la même pen- 
dule, de la même lunette méridienne, des mêmes astres, des mêmes formules, des 
mêmes éléments de calcul, et il se trouvera que les nouveaux résultats, tout aus^i 
certains en apparence que les premiers, en différeront pourtant, non pas de deux 
ou trois centièmes de seconde, maisT3ien d'un tiers, de la moitié de la seconde, 
même d'une seconde entière et au delà. Et il est impossible d'attribuer ces discor- 
dances aux erreurs accidentelles de l'observation; ces discordances sont con- 
stantes, elles sont dues à certaines particularités physiologiques, à certaines affec- 
tions de l'appareil nerveux qui sert à coordonner nos mouvements ou nos 
impressions. 

Les causes de ce curieux phénomène résident surtout dans la comparaison et 
l'évaluation simultanée que, dans le système actuellement en usage, l'observateur 
est obligé de faire de la position de l'astre et de l'heure de la pendule. Demandez 
en effet à plusieurs observateurs l'état d'une pendule à un instant fixé par l'ex- 
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tinction subite d'une lumière ou la perception d'un son, et généralement ils accu- 
seront la même heure. Demandez-leur ensuite de préciser par un coup sec l'instant 
où un astre leur paraîtra passer au méridien, et ils accuseront encore le même 
instant physique. Mais réclamez de ces mêmes observateurs qu'ils observent le 
passage d'un astre au méridien, et qu'écoutant en même temps les battements 
d'ime même pendule, ils évaluent l'heure où ils auront observé ce passage, et 
aussitôt il se déclarera entre eux des différences d'appréciation très-notables et 
toujours de même sens. 

La cause de Terreur résidant ainsi dans la simultanéité des évaluations, on 
aperçoit comment on doit y remédier ou du moins en atténuer les effets : il est 
indispensable de débarrasser l'observateur de Tune des deux fonctions qu'il rem- 
plit, de ne lui demander que la fixation de l'instant précis de l'arrivée de l'astre 
au méridien, laissant à des agents purement matériels la constatation de l'heure 
du phénomène. La réaHsation de cette idée est fort délicate. , 

Imaginons qu'une bande de papier se déroule horizontalement et suivant un 
mouvement uniforme; et supposons qu'un stylet placé au-dessus d'elle, puisse en 
s'abaissant venir imprimer un trait sur le papier ; imaginons, en outre, que la 
descente du stylet soit produite à volonté par l'intermédiaire d'un courant vol- 
laïque, comme cela a lieu dans la télégraphie électrique. Nous pourrons imprimer 
sur le papier deux séries de points : les uns correspondant aux battements du 
balancier de la pendule, ces battements ouvrant et fermant le circuit voltaïque à 
des intervalles égaux de temps ; les autres correspondant aux instants des passages 
des astres par le méridien, l'observateur établissant le circuit instantanément au 
moment convenable en frappant sur une touche. Or la comparaison de cette 
seconde série de points à la série des points horaires étant relevée convenable- 
ment, on connaîtra les heures des passages des astres par le méridien. 

Mesure de la distance des astres au pôle. 

La mesure des distances polaires méridiennes, d'où se concluent les décli- 
naisons des astres, est effectuée à l'Observatoire de Paris au moyen de l'un ou de 
l'autre des deux Cercles muraux, construits par Fortin et par Gambey. Nous 
prendrons le dernier de ces Cercles pour sujet de nos remarques. 

La lunette du Cercle de déclinaison est encore plus faible que la lunette méri- 
dienne. Tandis qu'à l'égard de la puissance optique les instruments des passages 
deGreenwich et de Paris sont entre eux dans le rapport de i6 à 9, ainsi que nous 
l'avons vu plus haut, les instruments qui servent à la mesure des déclinaisons 
sont dans le rapport de 1 6 à 7 ! 

Aussi, tandis qu'à Greenwich les observations de toutes les petites planètes 
peuvent être faites sans difficulté et avec exactitude, il arrive les trois quarts du 
L 3 
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temps, à Paris, qu'après avoir attendu jusqu'à une ou deux heures du matin, les 
observateurs sont réduits à inscrire sur le registre que, nonobstant la beauté du 
ciel, il leur a été impossible de voir Tastre; ou bien si Ton est parvenu à l'observer 
à la Lunette méridienne, sa détermination au Cercle n'a pu être effectuée, le second 
instrument étant plus faible que le premier. Ainsi l'observation est incomplète; 
d'où résidtent deux conséquences : un découragement profond atteint inévita- 
blement les observateurs consciencieux; et, ce qui est plus grave, lorsque les 
observations seront publiées, elles se trouveront, vis-à-vis des observations étran- 
gères, dans un état d'infériorité impossible à supporter. 

Cette faiblesse de la lunette du Cercle de Gambey constitue pour l'instrument 
un défaut considérable à un autre point de vue. L'artiste a pourvu l'appareil d'un 
cercle de deux mètres, l'un des plus grands que l'on connaisse, et dont la division 
paraît être fort précise. Or il se trouve qu'un des avantages résultant de cette pré- 
cision et de l'exactitude que la grande dimension du cercle assure à la lecture, 
est annulé par l'incertitude que la faiblesse de la lunette donne au pointé. Il est 
bien connu que la dimension d'un cercle et celle de la lunette qu'il porte doivent 
avoir entre elles un rapport tel, que le degré de précision de chacune des parties 
de l'appareil soit sensiblement le même, sans quoi la précision supérieure de l'une 
d'elles est presque en pure perte. Cette condition n'est pas remplie dans le Cercle 
de Gambey. 

Serait-il possible de pourvoir aujourd'hui le Cercle de Gambey d'une lunette 
plus puissante, et de l'amener simplement à marcher de pair avec la Lunette 
méridienne actuelle? Cela serait d'autant plus nécessaire, qu'avec la dispositioii 
présente, l'introduction de l'éclairage des fils sur champ obscur offrirait de grandes 
difficultés. 

La mesure des déclinaisons des étoiles et celle de la latitude d'un observatoire 
au moyen du Cercle donnent lieu à de graves embarras provenant de la réfraction 
atmosphérique et de la flexion des lunettes. 

La réfraction atmosphérique relève les rayons émanés des astres et donne à ces 
derniers une position apparente plus élevée que celle qu'ils occupent réellement: 
il est donc indispensable de corriger les positions observées, de toute la quantité 
de la réfraction. Mais le calcul de cette quantité est extrêmement délicat. On sait 
à quels débats il vient de donner lieu dans le sein de l'Académie des Sciences. 
Sans entrer dans des détails sur ce qui se passe dans les couches élevées de l'at- 
mosphère, et en laissant de côté tout ce qui concerne les réfractions et leurs varia- 
tions à l'horizon même, voyons du moins si l'Observatoire de Paris est organisé 
de manière à rendre possible le calcul des observations dans la région du ciel où 
se font le plus habituellement les observations. 
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Si la Terre était plate et Tatmosphère composée de couches horizontales, la 
réfraction totale serait indépendante de toute hypotlièse sur la loi du décroisse- 
ment de densité de ces couches : elle serait proportionnelle à la densité de Taii- 
à la surface de la Terre, et ne réclamerait, par conséquent, pour être calculée, 
que la connaissance des indications du thermomètre et du baromètre au lieu où 
se trouve l'observateur. La Terre, il est vrai, n'est pas plate, mais bien sphérique; 
toutefois le rayon terrestre étant très-grand par rapport à la hauteur de l'atmo- 
sphère, le fait est qu'on peut calculer les réfractions avec une exactitude suffi- 
sante, pourvu qu'on connaisse la température et la hauteur du baromètre, et 
cela, tant que les observations ne s'abaissent pas jusque dans le voisinage de l'ho- 
rizon. Quel que soit, au reste, le point de vue auquel on se place, une condition 
est indispensable pour la justesse de la théorie : l'atmosphère doit être disposée 
par couches horizontales d'égale densité ; s'il n'en était pas ainsi, le calcul des 
réfractions deviendrait incertain, et inférieur, quant à l'exactitude, à la précision 
des observations elles-mêmes, ce qui rendrait cette précision inutile. 

Or les astrbnomes n'ont trouvé aucun autre moyen de remplir, autant qu'il 
dépend d'eux, les conditions nécessaires au calcul de la réfraction, sinon en 
pratiquant leurs observations dans des salles dont la température soit précisément 
égale à celle de l'air extérieur. Retourné à Formentera dans le but d'en fixer la 
latitude avec rigueur, l'illustre M. Biot s'établit sur le rocher même et observe en 
plein air. A Poulkova, les murailles sont en bois, et la pénétration de la chaleur 
à travers le toit est combattue par une épaisse couche de terre glaise.* De larges 
fenêtres, ouvertes en temps convenable, permettent d'obtenir la même tempéra- 
ture à l'intérieur qu'à l'extérieur. Ces précautions n'ont point été prises à Paris à 
l'égard de la salle des observations. La couverture, entièrement métallique, et 
disposée en forme de caissons, concentre et transmet à l'intérieur, dans les beaux 
jours, une forte portion de la chaleur qu'elle reçoit du Soleil. Il en est de même 
des murailles qui sont épaisses et complètement construites en pierres. Aussi la 
température de la salle reste-t-elle presque toujours pendant les nuits, et quelque 
soin qu'on ait d'ouvrir toutes les fenêtres, plus élevée que la température exté- 
rieure. C'est souvent le contraire pendant le jour (*). 

On a trop constaté jusqu'ici comment s'enchaînent toutes les études astro- 
nomiques pour qu'on puisse espérer que l'inconvénient que nous venons de 
signaler n'ait aucune autre conséquence que de fausser les déclinaisons des étoiles. 



(*) Les différences de température entre l'intérieur et l'extérieur [)roduisenl des courante d'air qui 
troublent très-sensiblement la netteté des images. Cet inconvénient est accru par l'existence d'un fossé large 
et profond au sud de la salle d'observation; la chaleur s'y accumule pendant le jour, et il en résulte de 
fortes ondulations qui souvent rendent impossibles certaines obsenations , notamment celle de la mire. 

3. 
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Celles du Soleil sont fausses à leur tour, la détermination de Téquinoxe devient 
inexacte, et plusieurs des phénomènes que nous avons précédemment décrits ne 
sont plus correctement appréciés. 

Quant à la flexion de l'axe optique de la lunette, nous n'avons aucun moyen de 
la mesurer directement; et la manière même dont la lunette est fixée sur le Cercle 
ne permet pas d'apprécier la nature de l'effet qu'on peut attendre de cette flexion. 

Outre les difficultés que nous venons de signaler, la détermination de la latitude 
de l'Observatoire rencontre encore des obstacles dont l'examen va nous con- 
duire à des considérations d'un autre ordre. 

L'observation des circompolaires fait connaître à quelle division du cercle cor- 
respond le pôle : il reste, pour conclure la latitude, à déterminer la division du 
limbe qui se rapporte au zénith ou celle qui répond à l'horizon. Ce dernier point 
peut être obtenu de deux manières : ou bien au moyen de collimateurs qui ne 
sont point à notre disposition, et qu'on n'établirait que difficilement sans élargir 
les salles, ou bien en recourant aux observations d'une même étoile, faites en la 
visant directement d'abord, puis après réflexion de son image sur un bain de mer- 
cure. Le point zénithal est déterminé au moyen de l'image du réticule produite 
par réflexion sur un pareil bain. Or l'incertitude des images ainsi réfléchies est 
telle, que la plupart du temps il est impossible de les observer. 

Le mal provient ici de deux causes : de la situation de l'Observatoire au sein 
d'une grande ville, et de la vicieuse construction de l'Observatoire lui-même. 

Lorsque je cherchai, il y a huit mois, à introduire l'usage indispensable du bain 
de mercure dans le service régulier de l'Observatoire, aucune observation n'était 
habituellement possible pendant le jour. Dans la nuit, on pouvait obtenir un bain 
assez calme; mais alors une voiture, même assez légère, venait-elle à entrer dans 
Paris, en franchissant l'une des barrières Saint-Jacques ou d'Enfer, l'observateur 
était prévenu de sa présence par une légère trépidation du mercure. Bientôt, en 
effet, on entendait la voiture s'avancer, et, lorsqu'elle était parvenue dans les en- 
virons de l'Observatoire, l'agitation du mercure était telle, que toute observation 
devenait impossible au Cercle : souvent même le bruit, empêchant d'entendre les 
battements de la pendule, forçait l'observateur à la Lunette méridienne de s'arrê- 
ter à son tour (*). 



(*) L'inconvénient était surtout sensible dans les jours de la semaine où la population de Paris a l'habi- 
tude de se répandre aux barrières. Les cloches , beaucoup trop nombreuses dans le voisinage immédiat de 
l'Observatoire , troublent aussi les observations et notamment celles du Soleil , à midi , en empêchant d'en- 
tendre les battements de la pendule. Cet inconvénient disparaîtra par la réforme du système d'obser- 
vations , l'astronome ne devant plus avoir à estimer le temps de la pendule en même temps qu'il observera 
le passage de l'astre. 
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Un essai important a déjà été fait pour atténuer les vibrations du sol, soit en les 
détruisant dans leur source, soit en rendant leur transmission plus incomplète. 
J'ai dit que cette transmission avait été facilitée par la disposition vicieuse suivant 
laquelle on avait rendu les piliers solidaires des voûtes et de l'édifice. Pour la com- 
battre j'ai fait couper la voûte et ses pieds-droits tout à Tentour du pilier du Cercle 
de Gambey, et de manière à isoler ce pilier jusqu'au niveau du sol de la cour d'en- 
trée, niveau très-inférieur à celui de la terrasse du sud; en outre, le bain de 
mercure destiné à l'observation du zénith a été descendu jusqu'au fond de cette 
tranchée. Or cette disposition a réahsé une amélioration manifeste dans la stabi- 
lité du bain, et il est devenu possible de faire des observations, imparfaites, il est 
vrai, pendant la totalité de la nuit et la majeure partie de la journée. Nul doute 
qu'en portant le bain plus profondément dans le sol on n'obtînt un plus grand 
avantage. Mais comme il faut éviter aussi d'altérer la stabilité des fondations, j'ai 
avant tout demandé à M. le Préfet de la Seine de vouloir bien appliquer le maca- 
damisage aux parties des rues d'Enfer et Saint-Jacques qui avoisinent l'Observa- 
toire : insistant d'autant plus que cette opération était indispensable pour le grand 
équatorial. Nos vœux ont été entendus par la Ville de Paris. Le macadamisage, 
borné à l'étroite circonscription à laquelle j'avais moi-même proposé de res- 
treindre l'essai qu'on allait tenter, a incontestablement porté d'heureux fruits en 
assurant à l'Obsei-vatoire un peu plus de ce calme dont il a tant besoin, et en 
donnant à nos appareils plus de stabilité. 

Ces premiers essais ayant heureusement montré ce qu'on peut attendre d'une 
opération définitive, nous regardons comme indispensable, si l'on veut conserver 
l'Observatoire dans la ville de Paris, 1*^ que le macadamisage soit continué dans les 
rues principales jusqu'à 5oo mètres au moins de l'Observatoire, jusqu'à 3oo mètres 
dans les rues secondaires; a*^ que les piliers des instruments méridiens soient isolés 
définitivement. 

Outre qu'on évitera ainsi la transmission des ébranlements du sol, on remé- 
diera aux variations plus ou moins lentes que peuvent produire sur les supports 
des instruments les poussées de la masse des voûtes et des murs, poussées dont 
l'intensité et la direction changent peut-être avec la température des différentes 
parties de l'édifice. On devra enfin clore hermétiquement l'espace qui environne 
la partie libre de la base des piliers méridiens, afin d'éviter les changements d'é- 
quilibre qui pourraient être amenés par des changements rapides et notables de la 
température; les fenêtres qu'on a ménagées au sud seront supprimées; à plus forte 
raison faudra-t-il déplacer les calorifères qu'on y a établis. 

Construction cCun nouveau Cercle méridien. 

Si nous cherchons présentement à nous rendre compte des changements que les 
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améliorations dont nous avons reconnu la nécessité réclameraient dans les instru- 
ments méridiens et dans les constructions qui s'y rapportent, nous pourrons classer 
ces changements en deux catégories. 

Isoler les piliers, les garantir contre les variations brusques de la température, 
rendre plus stables la coUimation et la situation de Taxe de la lunette méridienne, 
accroître le pouvoir optique de Tun des cercles, pourvoir les instruments de col- 
limateurs, sont des travaux exécutables sans de trop fortes dépenses, et au moyen 
desquels l'Observatoire deviendra un bon observatoire de second ordre. 

Mais entreprendre de refaire avec les dispositions actuelles un observatoire de 
premier ordre y ce qui exigerait qu'on rectifiât les fondations et qu'on en fit de 
nouvelles pour les collimateurs, qu'on modifiât complètement la construction de 
la salle elle-même, qu'on accriit enfin le pouvoir optique des instruments en 
même temps qu'on y introduirait des modifications mécaniques, c'est-à-dire en 
un mot tout changer^ constructions et instruments, constituerait une entreprise 
qui donnerait beaucoup plus de peine et coûterait beaucoup plus cher qu'une 
construction nouvelle. 

Pendant longtemps, l'établissement des instruments n'a pas été l'objet d'un art 
particulier; les astronomes construisaient eux-mêmes les appareils qui leur étaient 
nécessaires- Un siècle et demi s'est à peine écoulé depuis que la construction est 
passée entre les mains des artistes. Ceux-ci pouvant acquérir une grande habileté 
manuelle à laquelle atteindraient rarement des astronomes chargés du poids des 
observations elles-mêmes, la précision des instruments n'a pu que gagner à cette 
révolution. Peut-être doit-on seulement regretter que les astronomes soient deve- 
nus à leur toijr trop étrangers aux procédés de la construction : il est à croire que 
beaucoup de points délicats dans la construction des instruments, notamment la 
fabrication des grands objectifs, n'ont point gagné à cette division trop exclusive 
du travail ; et, à l'exemple de Poulkova, l'Observatoire de Paris devra chercher 
à rétablir une connexion plus intime entre l'astronome et l'artiste. 

Quoi qu'il en soit, si l'on eut recoui's à deux instruments distincts, la Lunette 
méridienne et le Cercle, pour déterminer les deux coordonnées d'une étoile, ce 
hit uniquement à cause de l'imperfection des arts mécaniques, qui n'eut pas per- 
mis d'atteindre la même exactitude au moyen d'un seul instrument. L'emploi 
d'une lunette méridienne et celui d'un mural, au lieu d'un instrument unique, 
exigent l'acquisition de deux lunettes, et qu'on double la plupart des appareils 
de vérification et tous les accessoires; ce qui, quand il s*agit d'instruments de 
grandes dimensions, entraîne dans des dépenses beaucoup plus considérables. 
Ajoutons que la détermination simultanée des deux coordonnées d'un astre néces- 
site la présence de deux observateurs. Le service devient ainsi plus pénible, tout 
en occasionnant une double dépense aniuielle; en sorte que la substitution d'im 
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instrument unique à la place de deux n'entraînerait qu'une dépense dont les inté- 
rêts seraient couverts par l'économie faite dans la mise en œuvre journalière de 
l'instrument. La lunette méridienne et le mural ont été d'ailleurs si peu organisés 
pour marcher l'un avec l'autre, que le temps nécessaire pour une observation est 
, double au cercle de ce qu'il est à la lunette méridienne : ce qui fait que la moitié 
de nos observations est incomplète par l'absence d'une détermination de la décli- 
naison. 

Nous nous féliciterons donc de ce que la construction des instruments ait fait 
de tels progrès, qu'il soit aujourd'hui possible de réunir les deux appareils méri- 
diens en un seul, susceptible de donner les plus exactes déterminations. L'ex- 
périence en a été faite à Greenwich où fonctionne un cercle méridien de ce genre, 
muni d'une lunette de huit pouces d'ouverture, et auquel nous avons déjà fait 
plusieurs fois allusion. L'établissement d'un tel instrument paraît indispensable 
à l'avenir scientifique de l'Observatoire de Paris. 

Mais devra-t-on se borner à donner huit pouces à la limette de notre Cercle méri- 
dien, comme à Greenwich? Sans se prononcer sur ce point délicat, il semble que 
du moment qu'on se décidera à établir un nouvel instrument, il faudra que, ne 
laissant rien à désirer sous aucun rapport, sa force optique soit immédiatement 
portée jusqu'à la limite qu'on peut atteindre sans que l'exactitude en souffre. Dans 
ces conditions, la lunette pourrait peut-être recevoir dix pouces d'ouverture. 
Nous ne serions point exposés alors à voir les étrangers nous dépasser dès le len- 
demain de notre construction ; et s'ils le faisaient, en adoptant des dimensions 
exagérées, il est permis de croire que de longtemps ils n'y trouveraient aucun 
avantage réel pour la science. 

Les fondations devront être l'objet d'une attention particulière, et seront con- 
struites conformément aux principes de stabilité que nous avons exposés. 

Et, quant au bâtiment destiné à couvrir le tout, quelle que soit la dépense qu'il 
ait occasionnée, un astronome la regrettera toujours en partie. Plus cet abri se 
rapprochera d'un simple hangar, pourvu qu'il ait une solidité suffisante, plus 
il aura d'avantages. Outre qu'on pourra réaliser la condition si indisp^ensable 
d'avoir à l'intérieur la même température qu'au dehors, on ne sera pas condamné 
à conserver éternellement celte construction, contre tous les intérêts de la science, 
et uniquement parce qu'elle ressemblerait à un monument d'architecture. 

Le nouvel instrument devra être placé à l'ouest de l'édifice, sur le lieu aujour- 
d'hui occupé par un amphithéâtre. L'amphithéâtre est et demeurera désormais sans 
objet. L'Observatoire ne doit point chercher à faire concurrence aux établisse- 
ments d'instruction publique situés au centre même de la capitale, et qui suffisent 
à leur lâche. Un établissement à qui l'on demande de travailler à l'avancement 
de la science, et dont toutes les parties doivent être organisées à l'instar du cabinet 
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d'un savant, doit rechercher le calme le plus absolu, et la première des condi- 
tions est qu'il n'y règne d'autre mouvement que celui inhérent à son activité 
scientifique. 

Mesure du Temps. 

On doit classer au même rang que les instruments fixes la pendule sidérale, 
complément indispensable de la Lunette méridienne, et qui réclame la même 
précision. A quoi servirait-il, en effet, que la Lunette méridienne donnât le moyen 
de fixer Tinstant physique du passage d'un astre au méridien, sans erreur de plus 
de deux à trois centièmes de seconde de temps, si Ton ne pouvait répondre de la 
marche de la pendule avec la même rigueur? 

Il ne paraît pas que, même dans l'état actuel de la Lunette méridienne, la pen- 
dule sidérale de Lepaute, placée à côté de cet instrument, conserve, pendant 
vingt-quatre heures, une marche d'une régularité convenable. On ne saurait 
douter, à plus forte raison, qu'après le perfectionnement de l'instrument des 
passages, et surtout lorsque l'enregistrement magnétique des observations fonc- 
tionnera, la pendule de Lepaute ne devienne insuffisante, et qu'il ne soit indis- 
pensable d'aviser à une plus parfaite estime du temps, sous peine de perdre en 
grande partie le fruit des réformes introduites. 

Nous croyons en outre que, même lorsqu'on disposera d'une nouvelle pendule 
construite avec toutes les ressources et tous les perfectionnements de l'art moderne, 
il serait imprudent de continuer, comme par le passé, à se fier aux indications d'un 
seul de ces instruments, surtout s'il était encore placé près de la Lunette méri- 
dienne, et ainsi sujet à des variations considérables dans sa température. Quelque 
soin que l'on mette dans la compensation du balancier, il est rare qu'elle ne 
conserve pas une légère imperfection, d'où résultent des variations dans la marche 
diurne. Or, s'il fallait recourir aux observations méridiennes des astres pour me- 
surer les variations produites pendant quelques heures, outre qu'on n'y parvien- 
drait pas toujours, une telle méthode supposerait la connaissance de la position 
des astres qu'on emploierait à cet usage, c'est-à-dire que le problème qu'on se pose 
dans les observations méridiennes eût été en partie résolu. 

Je ne vois de remède à ces difficultés que dans l'emploi simultané de plusieurs 
pendules, dont l'état relatif serait déterminé avec la dernière rigueur par la mé- 
thode des coïncidences et au moyen d'un chronomètre dont la marche différerait 
notablement de celle des pendules. Deux pendules ne pourraient suffire, puisque, 
en cas de désaccord entre elles, on ne saurait à laquelle donner la préférence ; il en 
faudrait trois au moins, dont, au reste, le prix total ne serait qu'une très-minime 
fraction de la dépense du Cercle méridien. Ces appareils devraient être construirs 
sur des principes différents, autant que possible, et par des artistes divers, afin 
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d'écarter la chance qu'ils fussent soumis à des variations de même nature : on les 
placerait d'ailleurs dans des conditions dissemblables, l'un d'eux au moins étant 
descendu dans les caves jusqu'à la profondeur où la température devient journel- 
' lement et même annuellement invariable. Rien n'empêcherait, en outre, de dis- 
poser, dans cette dernière place, un simple balancier dont le mouvement serait 
entretenu et de là manifesté dans la salle des observations par l'intermédiaire de 
communications électriques, et sans aucun emploi des rouages des horloges ordi- 
naires. 

On peut compter qu'avec ces précautions dans la mesure du temps, au moyen 
d'un bon Cercle méridien et de l'enregistrement magnétique des observations, on 
arrivera à des déterminations des positions des astres bien supérieures à celles 
qu'on a obtenues jusqu'à ce jour. Remarquons d'ailleurs que les observations faites 
aux divers instruments dans les autres parties de l'édifice, et dont nous aurons à 
traiter plus loin, bénéficieront de la précision du nouveau système d'horloges, 
puisique rien ne sera plus simple que de transmettre sur tous les points de l'éta- 
blissement le temps ainsi mesuré, et de le substituer aux indications d'horloges 
nombreuses et la plupart fort médiocres. L'Observatoire n'aura, à cet égard, qu'à 
installer un système de communications électriques intérieures, que nous propo- 
serons d'étendre ensuite à la distribution de l'heure dans la ville de Paris. 

Outre les deux instruments méridiens, qui peuvent être remplacés par un seul, 
Rœmer avait encore imaginé l'instrument dit du premier vertical, et qui n'est autre 
chose qu'une lunette des passages, mais placée dans une direction perpendiculaire 
au méridien. Cet instrument, fort utile pour la détermination de certaines con- 
stantes qu'il importe de connaître avec rigueur, est employé avantageusement en 
divers lieux, et notamment à Poulkova et à Washington. Nous croyons devoir 
nous abstenir d'en demander, quant à présent, l'installation à l'Observatoire de 
Paris. 

Des Observations extrà-méridiennes . 

Les observations extrà-méridiennes, entreprises à l'aide des lunettes ou des téles- 
copes, ont pour objet principal une investigation attentive de toutes les parties du 
ciel, dans le but d'y reconnaître l'existence de nouveaux astres et de nouveaux 
systèmes, dont il reste ensuite à étudier la constitution et les mouvements. Très- 
souvent ces mouvements ne pouvant être déterminés au moyen des instruments 
méridiens, on doit avoir recours à des mesures micrométriques faites au moyen 
des instruments extrà-méridiens montés parallatiquement, et fonctionnant alors 
comme instruments de précision. 

Il est trop clair que, dans des recherches de ce genre, le succès dépend avant 
tout de la puissance optique des instruments. De deux astronomes doués d'un 
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égal zèle, celui qui dispose des meilleurs appareils doit nécessairement réaliser les 
plus belles découvertes; il restera d'ailleurs promptement maître du terrain, qu'un 
concurrent rebuté par l'inutilité de ses efforts ne tardera pas à lui abandonner. 

A peine Galilée eut-il construit la première lunette, qu'elle lui fit découvrir les 
quatre satellites de Jupiter. Bientôt après on aperçut autour de Saturne deux proé- 
minences dont l'aspect confus et variable ne permit pas de définir la constitution, 
jusqu'au moment où Huyghens, armé d'une plus grande lunette, reconnut que 
la planète était entourée d'un anneau continu, mais néanmoins complètement 
séparé d'elle. Des moyens optiques plus puissants devaient niontrer ultérieurement 
que cet anneau , considéré longtemps comme unique, est réellement composé de 
trois anneaux distincts; et ce fut avec étonnement qu'il y a deux années, lors de la 
réapparition de la planète et en dedans des anneaux brillants connus jusqu'à ce 
jour, on constata qu'il en apparaissait distinctement un nouveau, moins brillant 
que les anciens, mais fort large. En mesurant très-exactement les distances des 
anneaux à la planète, et en comparant les déterminations nouvelles aux mesures 
anciennes, les astronomes de Poulkova ont cru reconnaître que le bord intérieur 
des anneaux irait en se rapprochant de la surface de la planète, en sorte qu'on 
devrait s'attendre à voir, dans quelques dizaines d'années, se produire un contact 
(jui amènerait infailliblement la destruction des anneaux. Mais peut-être le mou- 
vement observé de nos jours ne progressera-t-il pas toujours dans le même sens; 
peut-être n'est-il que l'une des phases d'un mouvement d'oscillation, en vertu 
duquel les anneaux se rapprochent et s'éloignent successivement de la planète, 
mais sans jamais venir en contact avec elle. Les anneaux de Saturne sont restés 
comme un témoignage frappant des transformations par lesquelles la matière a 
constitué les mondes. Ck)mbien ne serait-il pas extraordinaire qu'un monument 
qui subsiste déjà depuis des millions de siècles, vînt à s'abîmer au moment même 
où il a été donné à l'homme d'en constater l'existence ! 

Huyghens découvrit un satellite de Saturne au moyen de la même lunette qui lui 
avait fait connaître l'anneau, et bientôt après Dominique Cassini en aperçut trois 
nouveaux à l'Observatoire de Paris. Un siècle plus tard, Herschel portait à sept 
le nombre des* satellites de Saturne. Tout récemment, après les Huyghens, les 
Cassini, les Herschel, un fabricant de Liverpool, qui emploie ses loisirs à construire 
de magnifiques télescopes et à étudier le ciel, M. Lassel, à qui Ton devait déjà le 
satellite de Neptune, a pu en reconnaître un huitième autour de Saturne. 

Les découvertes accomplies dans les dernières années au sein de notre système 
planétaire nous autorisent à croire que ce riche sujet, loin de se trouver épuisé, 
fournira une moisson non moins abondante dans l'avenir. Sans parler de notre 
satellite, sur la constitution duquel les personnes les moins instruites sont avides 
de détails, au point d'accepter les folles conceptions de l'imagination, en l'absence 
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des vérités que la science n'a pu pénétrer; sans parler de ces millions de comètes 
vagabondes que le public dédaigne trop aujourd'hui, pour se venger, sans doute, 
de l'effroi qu'elles lui causèrent dans les siècles passés, et que nous savons suivre 
par le calcul jusque dans la sphère d'attraction des planètes, en attendant que 
nos instruments soient assez puissants pour observer les grandes perturbations 
qu'elles éprouvent alors, non-seulement dans leur route, mais dans leur consti- 
tution physique ; la recherche des petites planètes situées entre Mars et Jupiter, et 
Tétude de leur rôle dans notre système planétaire, réclameront de l'observation 
et de la théorie, des travaux pénibles et incessants. 

Kepler et après lui plusieurs astronomes, guidés par des considérations relatives 
aux distances des planètes au Soleil, avaient estimé qu'il devait nécessairement se 
trouver entre Mars et Jupiter une planète dont nous n'avions pas connaissance. 
Ces idées ne furent point généralement adoptées, jusqu'au moment où un astro- 
nome de Palerme, Piazzi, rencontra dans le ciel un petit astre errant, qu'on re- 
connut bientôt pour une planète située effectivement entre Mars et Jupiter, et à 
laquelle on donna le nom de Cérès. Cette découverte fut faite le premier jour du 
siècle, c'est-à-dire le i^*" janvier 1801. Dans la même région du ciel, le 28 mars 
i8oa, Olbers découvrit Pallas, et, le i®*^ septembre i8o4, Harding rencontra Junon. 
I^es orbites de ces trois petites planètes se coupent à peu près dans la même partie 
du ciel : Olbers considérant que c'est une loi pour tout astre qui se meut autour 
du Soleil, de repasser périodiquement par le même point du ciel, crut pouvoir 
émettre la conjecture que les trois petits astres, Cérès, Pallas et Junon, devaient 
être des parties d'une plus grosse planète, laquelle aurait été antérieurement, et 
par une cause inconnue, brisée en éclats. En supposant que cette hypothèse eût 
été l'expression de la vérité, les autres morceaux de la planète ainsi détruite au- 
raient du traverser à certaines époques le même point du ciel que les précédentes ; 
en conséquence, Olbers surveilla cette région comme un défilé dans lequel il lui 
paraissait qu'on devait surprendre au passage tous les débris de la grosse planète. 

Ses recherches n'ayant produit que la découverte de Vesta en 1807, on en vint 
à croire qu'il n'existait effectivement que quatre petites planètes. Trente-huit 
années s'écoulèrent ainsi, et ce fut avec un profond étonnement, nous nous en 
souvenons, qu'on apprit en i845 que M. Hencke, de Driessen, venait de décou- 
vrir un cinquième astéroïde, Astrée. Les recherches recommencèrent alors de 
toutes parts et avec ardeur. En 1847, on trouva Hébé, Iris et Flore; en i848. 
Métis; en 1849, Hygie; en i85o, Parthénope, Victoria et Égérie; en i85i, Irène 
et Eunomia; en i852, Psyché, Thétis, Melpomène, Fortuna, Massalia, Lutetia, 
Calliope, auxquelles il faut en ajouter encore onze autres portant à trente-trois le 
nombre des petites planètes actuellement connues, et dont la dernière, Polymnie, 
vient d'être découverte à l'Observatoire de Paris. On ne saurait douter que le 
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nombre des petits astres, dont il nous sera donné de constater ainsi l'existence, ne 
soit destiné à s'accroître prodigieusement. La répétition de ces découvertes con- 
tribue d'ailleurs à en augmenter l'intérêt. L'ensemble des petites planètes forme, 
on n'en peut douter, une masse très-notable, à l'influence de laquelle il deviendra 
nécessaire d'avoir égard. Déjà la connaissance d'un certain nombre d'individus 
de ce groupe a permis de prendre une idée assez exacte de leur distribution, pour 
qu'on ait pu poser une limite supérieure de la quantité totale de la matière qu ils 
renferment, et montrer que cette limite n'excède pas la moitié de la masse de la 
Terre. 

Les travaux d'Herschel ont inauguré et constitué une nouvelle branche de la 
science, l'astronomie sidérale, dont l'objet est d'énumérer et de classer les étoiles, 
d'étudier la constitution de leurs systèmes particuliers, ainsi que celle des groupes 
qu'elles forment. 

On a reconnu que beaucoup d'étoiles qui, à la vue simple, nous paraissent 
formées d'un seul corps, se dédoublent en deux étoiles partielles et très- voisines 
l'une de l'autre, lorsqu'on les observe avec de puissants instruments. L'illustre 
astronome Herschel, ayant constaté qu'elles tournent l'une autour de l'autre, en 
conclut que ces soleils doubles appartiennent à un même système et qu'ils exer- 
cent l'un sur l'autre une attraction à laquelle on doit attribuer la nature de leur 
mouvement relatif. Les recherches des Herschel et des Struve nous ont déjà fait 
connaître plusieurs milliers d'étoiles binaires. Des mesures micrométriques étaient 
en même temps entreprises pour fixer leurs positions relatives et donner les 
moyens d'en déterminer les orbites. Or les travaux de calculs, basés sur ces ob- 
servations, ont pleinement confirmé les vues d'Herschel. On a vu les deux astres 
dont se compose l'étoile double rj de la Couronne, tourner l'un autour de l'autre, 
et accomplir leur révolution dans un intervalle de temps que les travaux de 
mon savant collaborateur M. Yvon Villarceau portent à soixante-sept ans. 

C'est l'une des plus courtes révolutions stellaires qui nous soient connues; la 
plupart d'entre elles exigent des siècles, des milliers d'années peut-être, pour s'ac- 
complir. L'étude attentive de ces phénomènes, leur mesure précise, nous révélera 
dans l'avenir, avec les distances des étoiles à la Terre, les rapports de leurs masses 
à celle du Soleil : elle nous apprendra en outre si les lois de la gravitation plané- 
taire sont réellement applicables à ces systèmes et peuvent être dès lors regardées 
comme universelles. 

La constitution de la voie lactée est à peine ébauchée, malgré les immenses 
travaux dont elle a été l'objet; on n'a pu encore en sonder la profondeur, que 
Herschel crut un jour avoir entrevue. 

Au delà des mondes stellaires, enfin, viennent les nébuleuses, incomparable- 
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ment plus distantes de nos étoiles que celles-ci ne le sont du Soleil, et qui sont 
constituées par des groupes d'étoiles ou par des amas de matière informe. Les 
grands télescopes nous ont également permis d'en compter un grand nombre. On 
a même dessiné avec le plus grand soin l'aspect que présentent les plus belles, 
dans la pensée surtout d'y découvrir, avec le temps, des changements qui puissent 
nous révéler les transformations qu'a subies successivement la matière pour consti- 
tuer les groupes d'étoiles. 

La matière difltiise qui remplissait l'espace, il y a quelques milliards de siècles 
sans doute, s'est réunie peu à peu en agglomérations distinctes, séparées les unes 
des autres par des intervalles que la lumière met des milliers d'années à traverser, 
malgré son immense vitesse de soixante-dix mille lieues par seconde de temps. Ces 
agglomérations nébuleuses sont loin d'avoir conservé dans tous les temps et les 
mêmes états et la même forme. Dans la plupart d'entre elles, la matière est allée 
en se concentrant vers une multitude de centres différents, donnant ainsi nais- 
sance aux étoiles ou soleils. S'il existe encore des nébuleuses où les plus puissants 
télescopes ne font rien découvrir, sinon une matière blanchâtre, il en est dans 
lesquelles on distingue des points de condensation entourés de matière difiiise, 
comme si des soleils s'y trouvaient en voie de formation ; et l'on en rencontre 
d'autres qui, dans de bonnes lunettes, se résolvent en une quantité innombrable 
d'étoiles parfaitement distinctes, et où l'on ne peut se refuser à voir des groupes 
de soleils enchaînés entre eux par les lois de l'attraction. 

Notre Soleil lui-même appartient à l'un de ces groupes d'étoiles. La nébuleuse 
dont il est pour ainsi dire une molécule, est formée par la réunion de toutes les 
étoiles, isolées en apparence, que nous voyons à l'œil nu ou à l'aide de lunettes, 
et particulièrement dans la direction de la P^oie lactée. Plus est considérable la 
puissance des télescopes qu'on emploie à sonder cette nébuleuse, mieux se distin- 
guent les étoiles qui la composent. 

Ainsi l'ensemble de la matière s'est d'kbord réparti entre les nébuleuses. Puis, 
dans chaque nébuleuse une nouvelle dislocation a séparé les éléments propres aux 
différentes étoiles. Voyons comment se sont formées ensuite les planètes qui en- 
tourent le Soleil. 

Cet astre n'était point, à l'origine, réduit aux dimensions qu'il occupe : sa ma- 
tière a commencé par remplir une notable portion de l'espace qui le sépare des 
étoiles. Elle s'étendait jusqu'aux limites inconnues du monde planétaire, et c'est 
une nouvelle subdivision qui a séparé les planètes d'avec le Soleil proprement 
dit. Divers phénomènes nous indiquent que cette séparation ne s'est point effectuée 
au hasard, mais bien avec régularité et précision, et dans un ordre tout particu- 
lier : le Soleil tournant sur lui-même, les planètes toiu^nant toutes sur elles-mêmes 
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et autour du Soleil, les satellites enfin tournant sur eux-mêmes et autour des pla- 
nètes invariablement dans le même sens, c'est-à-dire d'Occident en Orient. Or, 
quel est l'esprit si peu philosophique qui ne saisirait pas dans cette circonstance 
la révélation d'une cause unique, dont l'influence a plié tous les mouvements à 
lui caractère commun ? 

Le refroidissement de l'immense nébulosité qui devait donner naissance au 
Soleil et aux planètes, lui aura permis de diminuer de volume. La vitesse de rota- 
tion s'en sera trouvée accrue, et la force centrifuge à l'équateur étant ainsi venue à 
surpasser la gravité, un anneau matériel se sera séparé de la masse totale. Un 
nouveau refroidissement aura amené la formation de nouveaux anneaux aux dé- 
pens du corps central qui, se contractant de plus en plus, s'est enfin réduit aux 
dimensions du Soleil qui nous éclaire, soleil dont la densité ne permet guère de 
croire qu'à l'avenir il abandonne une portion quelconque de sa matière. Ce sont 
les anneaux ainsi formés qui, rompus en un ou plusieurs de leurs points par la 
moindre cause accidentelle, dont il serait facile de trouver vuie origine, auraient 
ensuite donné naissance aux planètes en se constituant, par l'attraction de chacune 
de leurs parties, en sphères circulant autour du corps central et douées d'un 
mouvement de rotation. 

Mais ces nouvelles sphères occupaient elles-mêmes, au moment de leur forma- 
tion, des volumes beaucoup plus grands que ceux qu'elles offrent aujourd'hui. Le 
même phénomène qui s'était produit autour du Soleil aura donc pu se renouveler 
autour des centres secondaires, et par exemple Jupiter, tandis qu'il allait en se 
contractant, aura abandonné divers anneaux, origine première de ses satellites. 

On conçoit même que ce mode de formation continuant à se développer, eût pu 
donner naissance à des satellites de satellites; mais nous n'en connaissons point. 
C'est qu'effectivement, omission faite d'autres causes, il devenait plus difficile, à 
mesure que les dimensions des sphères allaient en diminuant, qu'elles abandon- 
nassent des corps d'un ordre moins élevé et circulant autour d'elles. Aussi, parmi 
les planètes de médiocre grandeur, la Terre, Vénus, Mars et Mercure, la pre- 
mière seule a-t-elle un satellite, Dominique Cassini ayant été trompé par quelque 
illusion lorsqu'il crut en apercevoir un autour de Vénus; tandis que les plus 
grosses planètes, Jupiter, Saturne, Uranus, constituent des systèmes d'une richesse 
extrême. 

Suivant le sentiment le plus répandu jusqu'ici, notre système serait donc formé 
d'un nombre assez limité de corps laissant entre eux un vide à peu près absolu, 
et si distants les uns des autres, que la nature a pu sembler avare de la matière 
Cette idée de la constitution du monde planétaire est-elle exacte et complète, ou 
bien n'est-elle qu'une première approximation de nos connaissances futures? 
N'aurions-nous saisi de l'ensemble de l'univers que les faits les plus évidents? La 
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solution de ces questions exigera la réunion de matériaux qui se rapportent à une 
autre partie de nos études et dont nous traiterons plus loin. Revenons pour le 
présent aux observations purement physiques. 

L'Observatoire de Paris, nous sommes forcé de Tavouer, n'a pris aucune part 
aux études d'astronomie sidérale : tout ce grand mouvement s'est accompli en 
dehors de lui ! 

Si ce n'est à l'époque de Dominique Cassini, l'Observatoire de Paris a toujours 
été d'un demi-siècle en arrière quant à la puissance des moyens d'observation. 
Où sont les télescopes dont il ait jamais disposé et qui ne fussent d'une petitesse 
ridicule à côté de ceux des Herschel? L'observatoire russe de Dorpat possède de- 
puis trente ans une lunette parallatique de neuf pouces; depuis vingt ans les 
observatoires de Poulkova, de Londres, de Cambridge, de Markree, et plus récem- 
ment de Boston, sont pourvus de lunettes de douze à quatorze pouces montées 
parallatiquement, tandis qu'au i*' février i854 notre Observatoire ne disposait 
que d'une petite machine parallatique dont la lunette n'a pas quatre pouces d'ou- 
verture ! 

Nous avons, il est vrai, l'espoir de jouir prochainement d'une grande lunette 
parallatique, dont la construction doit maintenant attirer notre attention. Avant 
toutefois de traiter de ce sujet, qui est d'une extrême délicatesse, disons que pour 
arracher au plus tôt, bien que fort incomplètement, mais du moins autant qu'il 
était en nous, l'Observatoire à cette situation, nous avons entrepris, au commen- 
cement de mai , de monter parallatiquement un objectif de neuj pouces dont 
nous disposions, et que, trois mois après, le nouvel instrument, abrité dans un 
pavillon spécial et recouvert d'un toit tournant, était susceptible de fonctionner 
avec avantage. L'objectif de neuf pouces a été malheureusement taillé, il y a 
vingt-trois ans, dans un verre si grossier, qu'il n'équivaut pas à un bon objectif 
de 6 à 7 pouces, et ne saurait servir à aucune observation demandant de la netteté 
dans les images; il permet seulement d'admettre une grande quantité de lumière, 
et c'est avec lui que vient d'être découverte la petite planète Polymnie. Toute cette 
construction n'a coûté que quelques milliers de francs, et nous désirons qu'elle 
serve d'exemple pour montrer qu'avec une dépense fort modique, des particuliers 
pourraient, en France aussi, et à l'exemple des Anglais, fonder de petits obser- 
vatoires qui rendraient à la science de très-grands services. 

Grande lunette parallatique. 

Lorsqu'il y a dix ans environ on entreprit de construire ime grande lunette 
parallatique, on dut choisir avec soin la place du nouvel instrument. Il eût été 
indispensable de lui assurer la plus grande stabihté, ainsi qu'un horizon libre de 
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toutes parts, si la mauvaise situation de TObservatoire et la déplorable élévation 

du grand bâtiment n'avaient, comme toujours, créé les plus grands obstacles. 

En se plaçant au niveau du sol, le bâtiment eut masqué une partie du ciel ; il 
fallait, pour échapper à cet inconvénient, s'établir sur le sommet même de l'édi- 
fice : mais alors on tombait sous le coup de vibrations dont l'effet est déjà si pro- 
noncé à la surface du sol, et qui ne peuvent manquer de se retrouver amplifiées 
au sommet de l'Observatoire. Pour que la nouvelle lunette ne soit point, dès à 
présent, inférieure à celles de l'étranger, il faut que, par les beaux temps, elle 
puisse porter des grossissements de quinze cents et même exceptionnellement de 
rfeiix mille fois. Or il est à craindre que les trépidations de l'instrument, rendues 
plus apparentes par la force optique de l'appareil, ne soient un obstacle sérieux 
à l'emploi de tels grossissements. Lors même que les lunettes sont établies sur le 
roc, il est rare que le ciel soit assez pur pour permettre d'élever le grossissement 
jusqu'à quinze cents fois. Les vibrations d'un appareil placé sur le sommet d'un 
édifice auquel le vent même imprime des trépidations sensibles jusque dans ses 
fondements, doivent agir jusqu'à un certain point à la manière des impuretés du 
ciel, et réduire encore le nombre déjà si limité des nuits pendant lesquelles on 
peut faire usage des grossissements les plus considérables. 

Si la nouvelle lunette parallatique avait été établie dans la partie sud des jardins, 
le grand bâtiment ne lui eût caché qu'une certaine partie de l'horizon nord ; in- 
convénient regrettable assurément, mais qu'on trouvera beaucoup moindre, si l'on 
considère que les astres dont la visibilité eût été masquée à un moment donné, 
seraient devenus observables quelques heures après, par suite du mouvement 
diurne du ciel, à moins que l'aurore ne fût venue mettre un terme aux observa- 
tions. Entre l'emplacement destiné à la lunette et qui risque de vicier toutes les 
observations, et rétablissement sur le sol, nous n'eussions donc pas hésité, surtout 
en voyant tous les artistes se prononcer en ce sens. Mais la question n'est plus 
entière ; de très-grandes dépenses ont été faites pour la construction d'une coupole 
sur le sonimet du bâtiment, et lorsque les travaux construits dans cette direction 
touchent à leur fin, il est devenu indispensable de les poursuivre jusqu'au bout. 

L'emplacement de la lunette une fois décidé, il eût été convenable d'étudier et 
d'arrêter la forme du pied avant d'établir la base destinée à le supporter, et de 
donner ensuite à cette dernière toute l'invariabilité désirable ; résultat qui n'eût pu 
être obtenu que par la construction d'iuie épaisse voûte en pierres de taille, sur- 
plombant la tour octogonale. Cette marche n'a pas été suivie; avant de connaître 
la forme du pied, on a construit, pour le porter, une plaque en fonte de quatre 
mètres de diamètre, circulaire et soutenue par des fermes également en fonte, et 
de trois mètres d'élévation. Ces fermes n'aboutissent point à la circonférence du 
plateau, mais bien à une couronne intérieure de 2™,4o seulement de diamètre ; 
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d'où il résulte que la partie centrale du plateau est seule soutenue, et que les 
deux tiers de la surface de ce plateau, destiné cependant à porter un poids de 
sept à huit mille kilogrammes, sont en porte-à-faux. Le poids d'un homme, placé 
sur le bord de la plaque, lui imprime une flexion très-notable, dont l'effet toute- 
fois ne se fait guère sentir au delà du bord de la couronne intérieure. 

L'ensemble de ce système se met en vibration sous la moindre impulsion et 
rend même un son musical; c'est-à-dire qu'il se trouve dans les meilleures condi- 
tions pour conserver et propager les vibrations de toute nature. Quelque espé- 
rance qu'on puisse avoir d'atténuer les effets de ces fâcheuses dispositions, l'artiste 
chargé de la construction du pied nous a fait connaître que n'ayant aucune con- 
, fiance dans la stabilité de cette base, il établira au centre de ses ateliers l'appareil 
qu'il construit, et demandera que ses qualités, notamment au point de vue de la 
stabilité, soient parfaitement constatées avant qu'il ait à l'installer en sa place 
définitive. Il tient à ce que, si un défaut de stabilité venait alors à se manifester, 
on connût qu'il ne devrait point être attribué au pied, mais bien aux inconvé- 
nients de la base antérieurement préparée. 

La coupole destinée à abriter l'instrument consiste en une demi-sphère de six 
mètres de rayon, reposant sur un cylindre de quiiire mètres d'élévation ; d'où il 
résulte que le local a intérieurement douze mètres de diamètre, tandis qu'il n'a que 
dix mètres de hauteur. Ces données nous seront bientôt utiles. 

La charpente de cette construction est en fer, et les 377 mètres carrés de surface 
qu'elle présente sont recouverts en feuilles de cuivre. Comme elle est entièrement 
établie, il serait inutile d'en discuter ici les avantages et les inconvénients pré- 
sumés. Il est toutefois à redouter que dans les beaux jours d'été la température 
venant à s'élever très -haut dans cette enceinte, il ne se produise des courants 
d'air qui contribueront à troubler les images et à restreindre encore le nombre des 
soirées dans lesquelles on pourra tirer un bon parti de l'instrument. 

Une loi, du a5 mars i85i, a affecté une somme de 90000 francs à l'établisse- 
ment du pied kii-même. Par un traité, en date du aa octobre suivant, accepté par 
le Ministre de l'Instruction publique et des Cultes, la construction a été confiée à 
M. Brunner. Le traité reste muet sur toutes les conditions de la construction. 

Il parait donc qu'aucun plan n'était encore arrêté quant à la forme et aux dis- 
positions du pied, bien que dès lors la base de ce pied et la coupole fussent entiè- 
rement établies. Il existe même encore sur place un modèle en bois dont les 
dispositions paraissent concorder avec celles de la base, mais dont le projet aura 
été abandonné comme étant peu en harmonie avec les conditions essentielles de 
l'instrument lui-même. Le pied, actuellement en voie d'exécution dans les ateliers 
de M. Brunner, présente une forme tout autre. Ses dimensions sont en telle 
I. 5 
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relation avec le centre des mouvements de Tinstniment, que si nous voulions faire 
coïncider ce dernier point avec le centre même de là coupole, ainsi qu'on en 
avait eu l'intention primitivement, il faudrait placer le pied sur l'un des côtés de 
la plaque, et de telle manière qu'il reposerait en grande partie sur un segment de 
cette plaque, qui n'est point soutenu, et qui ne résiste que par la rigidité de la 
matière ; disposition impossible à admettre, lorsqu'il s'agit, nous le répétons, de 
porter d'une manière invariable une masse de sept à huit mille kilogrammes. Dans 
cet état de choses, le pied et sa base ayant été construits indépendamment l'un 
de l'autre, et sans aucune prévision de leurs relations nécessaires, nous devrons 
nous décider à sacrifier la condition la moins importante, savoir, que le centre des 
mouvements soit au centre même de la coupole, et reporter le pied vers le centre 
de la plaque, de manière à rapprocher le plus possible le centre de gravité de 
l'instrument du centre géométrique de cette plaque. 

Nous disons le plus possible ^ car, chose regrettable, lorsqu'on cherche à remplir 
les conditions que nous venons d'énoncer, on se heurte à une autre difficulté. 
La lunette qu'il s'agit d'utiliser, pour le présent, a été livrée comme ayant huit 
mètres de distance focale. Or, tandis que les dimensions du pied ont été établies 
sur cette donnée, on a reconnu dernièrement que la distance focale est plus longue 
de 8 décimètres environ. Cet excès de dimension a des conséquences fâcheuses; 
car si l'on -considère que, tout en remplissant les conditions posées ci-dessus, il 
faut encore faire en sorte, d'une part, de ménager à l'astronome une place suffi- 
sante pour qu'il puisse observer dans la position verticale de la lunette, et, de 
l'autre, que cette lunette puisse s'abattre dans une position horizontale sans heurter 
les parois de la coupole, on est inévitablement conduit à reconnaître, i° que le 
pied actuellement construit est trop bas; a® qu'il est impossible d'éviter que le 
centre de gravité du système ne tombe à un demi-mètre du centre géométrique 
de la plaque. 

Nonobstant ces inconvénients, nous estimons que dans l'état avancé de l'entre- 
prise, il faut, avant tout, terminer l'opération et ne négliger aucun effort pour la 
faire réussir. L'extension du macadamisage et la liaison des fermes entre elles, 
soit par des arcs de maçonnerie, soit par des barres de fer transversales, contri- 
bueront sans doute à diminuer l'effet des vibrations. Mais comme ces dernières 
opérations elles-mêmes peuvent très-bien être pratiquées après la pose de l'instru- 
ment, il vaut mieux attendre que cette pose soit effectuée pour juger plus saine- 
ment de la nécessité de nouveaux travaux et de l'effet qu'ils produiront. 

Les progrès récents de la fabrication du verre doivent nous porter à croire qu'a- 
vant peu les efforts tentés pour exécuter des objectifs de très-grande dimension 
seront enfin couronnés de succès. Mais ces sortes d'entreprises sont difficiles et 
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laborieuses. Lorsqu'on sera parvenu à fondre de grands verres exempts de stries, 
d'une homogénéité absolue, il restera à les travailler pour leur donner une forme 
géométrique convenable. Or il est très-certain que rien de tout cela ne s'accom- 
plira sans des essais multipliés, sans des dépenses considérables. 

Nos fabricants sont décidés à ne reculer devant aucun sacrifice pour assurer 
à la France l'honneur et la possession de ces merveilleux produits de leur art. Ils 
demandent seulement d'être encouragés par la simple assurance qu'en cas de réus- 
site de leur part leurs produits seraient acceptés par le Gouvernement. Combien il 
serait à désirer que l'Observatoire pût accueillir de telles offres, en répondant 
honorablement aux ouvertures scientifiques qui lui sont faites, et dont une Lettre 
de notre savant confrère de l'Académie, M. Peligot, est le plus frappant témoi- 
gnage. Nous reproduisons ici cette Lettre en son entier, parce qu'elle pose la 
question avec autorité et dans des termes tellement nets, que nous nous croyons 
dispensé d'y rien ajouter. Il ne tiendra pas à nous que l'appel de M. Peligot ne 
soit entendu (*). 

(^) Lettre de M. Peligot a M. Le Verrier. 

^ A l'occasion d'une communication que vous avez faite récemment à l'Académie des Sciences sur la 
possibilité de faire , sans de grandes dépenses , des observations astronomiques ailleurs que dans les obser- 
vatoires oiBcieU, je vous ai dit quelques mots des verres d'optique fabriqués depuis quelques années à la 
cristallerie de Clichy par MM. Maës et Clemandot. Permettez-moi de revenir sur ce sujet et de vous en 
entretenir avec quelques détails. 

» Depuis la découverte de l'achromatisme, faite en 1747 par Euler, les astronomes et les corps savants 
ont attaché un grand prix à la fabrication des deux sortes de verre qui produisent l'achromatisme, \eflint 
glass et le crown glass. Ce dernier verre, vous le savez, n'était autre dans l'origine que le verre à vitre en 
plats ou en couronne, qu'on fabriquait en Angleterre , verre dont la pesanteur spécifique était suffisamment 
différente de celle du cristal ordinaire , à base d'oxyde de plomb , que les Anglais désignaient et désignent 
encore sous le nom A^Jlint glass. Ainsi les premiers objectifs achromatiques ont été faits avec du verre à 
\'itre et avec du cristal. 

» On chercha bientôt à employer un verre plus dense que le cristal , ayant une force dispersive plus 
grande. On arrivait à ce résultat en augmentant la proportion d'oxyde de plomb ; mais on augmentait en 
même temps les difficultés que présente la fabrication de ces verres , qui une fois fondus , se séparent dans 
le creuset en zones de densités et de compositions différentes. De là des stries, qui dans les lentilles amè- 
nent la complète déformation des images. 

» Les mêmes difficultés existent en ce qui concerne le verre léger, le crown glass , qui a de plus une ten- 
dance marquée à se déntrifier, c'est-à-dire à se séparer en silicates définis de chaux et de soude qui cris- 
tallisent dans la masse vitreuse et lui ôtent l'homogénéité qu'elle doit avant tout posséder; souvent aussi 
ce verre, de même que \ejimt, a le défaut do ressuer, c'est-à-dire de fixer l'humidité de l'air à l'aide de 
l'excès d'alcali qu'il renferme. 

» Ce fut en vain que l'ancienne Académie des Sciences proposa à deux reprises différentes des prix 
considérables pour la fabrication des verres d'optique de bonne qualité. Malgré les récompenses ou les 
encouragements accordés à diverses époques à Lebaude , à d' Artigues, à Dufougerais et à d'autres verriers , 
Jes efiEbrts de l'Académie restèrent stériles, et la production de verres propres à faire des objectifs de 
bonne quahté et de grande dimension fut longtemps considérée comme impossible. 

» Vous savez que plus tard ce difficile problème a été en grande partie résolu par un artiste suisse, par 

5. 
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N'oublions pas que les trois grands objectifs de douze pouces qui fonctionnent 
aujourd'hui à Londres, à Cambridge, à M arlu*ee, sont de fabrique française, et que 
depuis quinze ans l'Observatoire de Paris aurait pu posséder l'un d'eux au prix 
modique de douze mille francs, si les offres de notre célèbre opticien Cauchoix 
n'avaient point été repoussées. Cette conduite a porté ses fruits : la fabrique des 
grands verres d'optique est aujourd'hui le privilège presque exclusif de la ville de 
Munich. 



Guinand , auquel les obsen^atoires doivent leurs meilleures lunettes. A la mort de Guinand , la fabrication 
des grandes lentilles de verre cessa de nouveau d'exister. Une Commission composée de MM. Herschel , 
P'araday, Dollond et Roget fit à Londres, dans la verrerie de MM. Vellatt, de nombreuses expériences pour 
retrouver des procédés qu'on croyait perdus. Ces expériences, quoique très-habilement dirigées, n'amenèrent 
d'autre résultat qu'une dépense de i5oooo francs. 

]> Néanmoins les procédés de Guinand reparurent , en ce qu'ils ont d'essentiel , à la suite d'un concours 
ouvert en 1837 par la Société d'Encouragement pour l'industrie nationale , concours ayant encore pour 
objet la fabrication des verres d'optique. Ces procédés avaient été conservés par la famille de Guinand : son 
fils et sa veuve obtinrent une partie du prix et firent connaître le secret de Guinand, qui consistait, à ce 
qu'il parait, à maintenir l'homogénéité du verre par un mouvement de va-et-vient imprimé à la masse 
vitreuse pendant son refroidissement. 

» Malgré ce perfectionnement et quoique la fabrication du verre d'optique ait reçu une impulsion très- 
vive à la suite de la découverte du daguerréotype , il ne parait pas que les astronomes aient beaucoup pro- 
fité jusqu'à présent des améliorations apportées dans cette fabrication. Cependant je crois que s'il convenait 
à un observatoire d'avoir une lunette meilleure qu'aucune de celles qui ont été faites jusqu'à ce jour, il arri- 
verait sans trop de frais à se procurer les verres de cet instrument. 

» 3fM. Maës et Clemandot ont présenté à l'exposition de 1849 ^^ verres d'une composition nouvelle, 
contenant de l'oxyde de zinc, de la baryte, de la magnésie, etc., bases rendues fusibles dans ces verres 
par l'emploi d'une C/Ortaine quantité d'acide borique introduit dans la masse vitreuse. Frappé de la parfaite 
limpidité et de l'éclat du verre de zinc, M. Dumas invita ces fabricants à s'occuper des verres d'optique. 
On voyait, en. effet, à l'Exposition universelle de Londres, en i85i, des disques de verre de zinc, rempla- 
çant le croivn glass, et des disques Qnjlint très-dense, provenant de la fabrique de MM. Maës et Clemandot. 
Ces verres furent soumis par le jury, de la classe de la verrerie (dont je faisais partie) à un examen très- 
attentif; ils furent étudiés, sous le rapport de leurs pouvoirs optiques, par un célèbre opticien de Londres , 
3i. Ross. Leur qualité fut jugée tellement supérieure, que le jury, s'appuyant sur la nouveauté des moyens 
de fabrication , décerna à M. Maës la seule grande médaille qui ait été accordée à l'industrie du verre. 

» Ayant quelque peu aidé à ce résultat, j'ai le désir de voir la r^lisation complète des espérances que 
la belle qualité de ces verres fait concevoir pour la construction des grandes lunettes. Occupés des détails 
de leur fabrication courante , MM. Maës et Clemandot n'ont fait jusqu'à ce jour aucune tentative pour faire 
accepter leurs verres par les astronomes. Ils ont en outre rencontré des difiBcultés sérieuses qu'il ne dépend 
IMis d'eux de surmonter. En effet, pour améliorer le verre d'optique il faut, d'une part, varier la nature 
et les proportions des composés chimiques qui le constituent , afin d'exalter, s'il est possible , ses pouvoirs 
utiles; il faut, d'autre part, améliorer les procédés de manipulation pour arriver à l'homogénéité et, par 
suite, à des objectifs de grande dimension. 

» Si , pour résoudre cette dernière question , ils n'ont besoin d'aucun^ secours étranger, il n'en est pas 
de même pour la solution de la première. Ils ont fabriqué de nombreuses séries de verres de zinc , à pro- 
portions variables, tous ces verres étant d'une pureté admirable; puis ils les ont soumis aux opticiens de 
Paris les plus renommés, ABf. Brunner, Buron, Secrétan, Nachet, Ch. Chevalier, etc., en les suppliant de 
leur désigner quel était le verre auquel ils accordaient la préférence. Aucun n'a répondu. Ils ont remis 
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DE L/V RÉDUCTION ET DE LA COMPARAISON DÉS OBSERVATIONS 

AVEC LA THÉORIE. 

Pour terminer ce qui concerne Tastronomie proprement dite, avant d'aborder 
ses applications et les études de physique terrestre, nous traiterons de la réduction 
des observations et de leur comparaison avec la théorie, questions qu'a posées 
l'article 11 du décret du 3i janvier en ces termes : « Le Directeur de l'Obser- 
» vatoire publie chaque année les observations faites dans l'année précédente, 
>i ainsi que la réduction des observations et leur comparaison avec la théorie. » 

Déjà nous avons fait comprendre le but scientifique qu'on se propose dans ces 
comparaisons, lorsque nous avons montré à quelles grandes découvertes elles 
ont donné lieu dans le passé, et indiqué que les écarts qui subsistent encore 



des échanUilons de ces mêmes verres à plusieurs savants distingués qui les avaient demandés dans le but 
de calculer les courbures à leur donner. Ces courbures sont encore à déterminer. Malgré ces circonstances , 
ils livrent au commerce des verres de zinc qui entrent dans la construction des meilleurs daguerréotypes. 
Néanmoins ils pensent qu'un verre à base de magnésie remplacerait avec avantage ce verre de zinc comme 
étant moins dispersif. Ils ont fabriqué des échantillons de ce verre ; personne ne les a encore essayés. 

9 Ainsi , quoique les verres de MM. Maes et Qemandot soient assurément plus beaux et meilleurs que 
ceux qui ont ser\'i jusqu'à présent aux lunettes astronomiques, aucun instrument n'a été construit avec ces 
verres. Depuis que les astronomes ont à leur disposition de bons outils , ils négligent de les employer et 
de profiter des ressources qu'ils ont si longtemps réclamées inutilement. 

9 Je sais bien qu'il y a là une sérieuse difficulté : M. Maës n'a aucun intérêt à faire des disques de verre 
d'un grand diamètre; il n'en a pas le placement, et les difficultés de la fabrication augmentent énormément 
avec la dimension des verres ; d'un autre côté , un opticien ne peut pas entreprendre le travail d'un ob- 
jectif de grande dimension dont la commande ne lui est pas faite ; enfin, un observatoire peut difficilement 
se décider à acheter un produit qui n'existe pas , dont la qualité n'est pas connue d'avance d'une manière 
certaine : il peut même, jusqu'à un certain point, ignorer la possibilité de fabriquer ce produit. 

» Mais, dans cet état de choses , qui doit faire les premières avances? Selon moi , c'est l'astronomie, si 
(emploi de bonnes et puissantes lunettes doit contribuer à ses progrès. 
» Il y aurait donc un grand intérêt pour la science : 

»- 1®. A faire déterminer à l'Observatoire, par le calcul et par la pratique, les courbures les plus conve- 
nables à donner à des verres de composition variable , et présentant , par conséquent , des forces disper- 
sives également variables ; 

» at?. A construire avec les meilleurs de ces verres une lunette astronomique de moyenne ou de grande 
dimension. 

B En vous adressant ces observations, mon but est d'être utile à la science. Je désire , en outre , mû par 
un sentiment que vous pouvez comprendre , justifier encore , par de nouveaux faits , la haute récompense 
accordée par le jury de Londres aux verres de M. Maës. Ces verres étaient alors d'une fabrication toute 
récente. On commençait seulement à les employer; MM. Maës et Clemandot doivent tenir à prouver au 
Jury de l'Exposition universelle de i855 qu'ils ont tenu tout ce qu'on attendait d'eux. C'est à vous qu'il 
appartient de lui fournir l'occasion d'en établir la supériorité au point de vue , encore réserN'é , de leurs 
qualités astronomiques. 

» Eug. Pelîgot. » 
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entre la théorie et F observation, laissent présager des découvertes non moins 
grandes dans l'avenir. Ce désaccord entre l'observation et le calcul tient certaine- 
ment en plus d'un point à ce que l'analyse n'a point développé avec une entière 
rigueur toutes les conséquences résultant du principe de l'attraction. Il faudra 
donc, avant tout, reprendre les théories mathématiques des mouvements de& pla- 
nètes, les scruter jusque dans leurs dernières parties, et examiner si les nouvelles 
formules pourront représenter les observations avec toute l'exactitude dont 
celles-ci sont susceptibles. Quelles que soient les conclusions de ces premières 
recherches, elles rendront, pourvu qu'elles soient certaines, un immense service 
en fixant l'état de nos connaissances sur le système planétaire. Si l'on arrive à 
réconcilier complètement la théorie avec l'observation, les astronomes, après 
avoir réduit leurs formules en Tables, n^auront plus qu'à se reposer dans une 
consciencieuse oisiveté à l'égard des planètes, se contentant de quelques rares 
observations pour constater l'exactitude et le triomphe de leurs théories. Ce pour- 
rait être pour quelques-uns l'âge d'or de l'astronomie. 

J'avouerai qu'un avenir si parfait ne me sourirait pas. Lorsque nous croyons 
avoir atteint à la perfection, c'est que nous décorons d'un nom pompeux notre 
impuissance à nous élever plus haut dans la connaissance de la vérité. Aussi l'es- 
poir de donner aux Tables des mouvements planétaires une rigueur absolue me 
semblerait-il insuffisant pour déterminer un astronome à entreprendre un rude 
labeur de quinze à vingt années, s'il n'était soutenu par la pensée d'avoir préparé 
de nouvelles découvertes dans la connaissance du système du monde : pensée 
ambitieuse sans doute, mais qu'autorisent pleinement des difficultés de plus d'un 
genre. 

Bessel, en publiant ses Tnbulœ Regiomontanœ , débutait par ces mots : « La 
» théorie du Soleil n'a point fait les progrès qu*on devait attendre du grand 
» nombre et de la précision des observations qu'on a fait concourir à son perfec- 
w tionnement. » L'illustre astronome de itœnisberg avait rencontré des difficultés 
dont il n'avait pu triompher et qui sont loin d'avoir disparu dans ces dernières 
années. 

L'invariabilité des moyens mouvements des astres sert de base à nos théories 
depuis deux mille ans; et cette base a pris un caractère de certitude mathématique 
par les travaux des géomètres français, qui ont prouvé qu'en effet l'action mutuelle 
des planètes ne change pas leurs moyens mouvements : c'est une des conditions 
qui maintiennent l'ordre dans notre système planétaire. J'ai donc éprouvé une 
surprise profonde, lorsqu'en travaillant à la théorie de Mercure j'ai vu que le 
moyen mouvement de cette planète, déterminé par les quarante dernières années 
d'observations, se trouvait notablement plus faible que par la comparaison des 
anciennes observations avec les modernes. 
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On admet généralement aujourd'hui que la lumière se propage à travers l'es- 
pace par les vibrations d'un fluide qu'on appelle éther. La réalité de l'existence 
matérielle de ce fluide est toutefois loin d'être démontrée : elle pourra Tétre 
quelque jour par l'observation des astres. L'éther devant, en effet, opposer une 
résistance à la marche des planètes et des comètes, sa présence se trahira par une 
diminution de leurs moyennes distances au Soleil, diminution dont le résultat 
pourrait être de bouleverser notre système planétaire. Les Comètes seraient at- 
teintes les premières à cause de la ténuité de leur matière; et déjà on a cru remar- 
quer quelques traces de l'action de l'éther sur la marche périodique de la comète 
d'Encke. Malheureusement la certitude de la conclusion est amoindrie par un 
autre phénomène sur lequel nous commençons à peine à recueillir quelques don- 
nées. Les comètes ne paraissent pas être arrivées à un état permanent. Non-seule- 
ment la matière qui les constitue éprouve des bouleversements, mais on a pu 
croire qu'elle se perd peu à peu dans l'espace. Nous avons même vu dernièrement 
le corps d'une comète se partager en deux parties distinctes et qui ont continué 
de marcher l'une à côté de l'autre. 

La variation que j'ai signalée plus haut sur le moyen mouvement de Mercure, 
aurait pour résultat d'éloigner de plus en plus cette planète du Soleil. C'est pré- 
cisément le contraire de ce qu'on eût attendu de la résistance de l'éther. Mais il 
existe dans le ciel d'autres causes pouvant agir en sens inverse, et dont nous 
donnerons un seul exemple. Au milieu du mois de mars, après le coucher du 
Soleil, et vers le point de Thorizon où cet astre a disparu, on aperçoit une sorte 
de fuseau lumineux. Assez large à sa base, il va se rétrécissant à mesure qu'il 
s'élève dans le ciel, diminue en même temps d'éclat, et finit par se perdre à une 
assez grande hauteur. C'est la lumière zodiacale, atmosphère subtile qui parait 
environner le Soleil, que Cassini étudia il y a un siècle et demi, et dont l'étendue 
embrasse les orbites de Mercure, de Vénus et de la Terre. Or une pareille atmo- 
sphère pourrait, dans certaines conditions, marcher plus vite que les planètes 
qu'elle entoure, les pousser devant elle, et produire un effet inverse de celui qu'a- 
mènerait la résistance de l'éther, c'est-à-dire un accroissement dans les distances 
au Soleil. 

I>éjà nous avons dit ce qu'on doit penser de l'action des petites planètes. Les 
flux d'étoiles filantes peuvent avoir aussi quelque influence sur la marche de la 
Terre qui les traverse à diverses époques de Tannée. 

Les Comètes ont pour caractère général de venir des profondeurs les plus recu- 
lées du ciel et d'y retourner. Si quelques-unes se sont fixées dans nos régions, elles 
auront été déviées de leurs cours en se rapprochant des planètes. C'est ainsi que 
les comètes de Faye et de Vico ont été jetées, par l'action puissante de Jupiter, 
dans les orbes restreints qu'elles parcourent aujourd'hui. Mais la cause qui nous 
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les a données pourra nous les reprendre un jour, et c'est peut-être le cas de la 
comète de Lexel qui, d'après Torbite qu'elle parcourait en 1770, aurait dû revenir 
tous les cinq ans et demi : elle est passée fort près de Jupiter en 1 779, et depuis lors 
on ne Ta point revue. Or les Comètes ne peuvent être ainsi troublées dans leur 
marche sans réagir sur les planètes, et on n'a* pu jusqu'ici négliger leur influence 
qu'en leur supposant des masses d'une excessive petitesse. Que les masses des 
comètes soient très-minimes, c'est ce dont on ne peut douter. Mais en agissant 
sur la durée de la révolution des planètes, elles n'en produisent pas moins un 
effet qui, en s'accumulant avec le temps, doit finir par devenir sensible; il serait 
imprudent de soutenir que nous n'aurons pas à en tenir compte, lorsque toutes 
les théories présentent des écarts encore inexpliqués. Que deviendrait dans ce cas 
l'astronomie? Nul ne saurait le dire. 

Arrêtons-nous dans cette énumération. Si nous y joignons l'action des masses 
stellaires sur notre système , celle des planètes situées au delà de Neptune, et pour 
lesquelles il y a aisément place dans le ciel, nous voyons combien sont nombreux 
et importants les points d'astronomie physique qu'une comparaison attentive de 
la théorie avec les observations pourra éclaircir. Mais, il ne faut pas se le dissi- 
muler, l'œuvre qu'il s'agit d'entreprendre est immense, et je n'ai pu avoir la pré- 
tention de poser aujourd'hui d'une manière complète les questions que j'ai soule- 
vées; à peine ai-je pu jalonner la route à parcourir. 

Entre la simple observation du passage d'un astre par le méridien et la dernière 
opération théorique par laquelle on en conclut soit la vérification des éléments de 
l'orbite que l'astre décrit autour du Soleil, soit les données relatives aux actions 
secondaires, la distance à parcourir est très-grande. Nous pouvons la diviser en 
trois sections distinctes. Dans la première on calcule les ascensions droites et les 
déclinaisons d'un astre en s'appuyant uniquement sur les données de la théorie. 
Dans la deuxième, on réduit l'ensemble des observations pour en tirer les ascen- 
sions droites et les déclinaisons. Dans la troisième^ enfin, on cherche les correc- 
tions qu'il est nécessaire d'apporter à la théorie pour faire concorder les positions 
qu'elle assigne aux astres, avec celles qui résultent des observations. Mais chacune 
de ces parties du travail est elle-même fort complexe. Bornons-nous à le faire 
comprendre par un seul exemple ; et, laissant de côté tout ce qui concerne les 
étoiles, la détermination des constantes de la précession, de la nutation et de 
l'aberration, la théorie sans fin de la Lune, et, en général, les satellites, consi- 
dérons le travail exigé par la théorie des mouvements d'une seule planète, la Terre, 
pour fixer les idées. 

La connaissance du mouvement de la Terre autour du Soleil exige qu'on déter- 
mine la situation du plan dans lequel elle se meut ; la forme et la position de 
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Tellipse qu elle parcourt dans ce plan ; enfin le lieu de la Terre à une époque 
connue et la durée de sa révolution autour du Soleil. Les données nécessaires à 
cet objet sont ce qu'on nomme les éléments de l'orbite terrestre. 

Ces éléments resteraient invariables si la Terre se trouvait seule en présence du 
Soleil; la détermination du mouvement héliocen trique de notre planète serait 
alors assez simple. Mais les perturbations produites par les actions des autres 
planètes changent le problème et le compliquent beaucoup. Le développement 
analytique des perturbations est extrêmement laborieux : dans un travail où nous 
l'avons poussé jusqu'au septième ordre, il ne s'est pas rencontré moins de 469 
termes distincts par leur forme ou par celle des coefficients dont ils dépendent ; 
coefficients qui contiennent d'ailleurs une même variable à laquelle on doit attri- 
buer un certain nombre de valeurs entières, ce qui multiplie le nombre des termes. 
Enfin nous avons montré qu'il est quelquefois nécessaire d'aller jusqu'au onzième 
ordre, et au delà. Ce travail analytique une fois exécuté, il reste à en faire l'appli- 
cation aux données particulières à la Terre, et conformément aux valeurs admises 
pour les masses des planètes perturbatrices. Or cette application numérique est 
elle-même très-longue et délicate. Les perturbations étant représentées analyti- 
quement par des séries multiples, il faut choisir avec soin ceux des termes qui 
peuvent être sensibles, et éliminer du calcul, par un examen attentif, ceux qui 
doivent être négligeables, de manière à éviter d'omettre aucun terme important, 
sans cependant tomber dans des opérations numériques interminables. On par- 
vient ainsi à des formules numériques dans lesquelles le temps reste seul indéter- 
miné, et qui permettront, en attribuant à cette variable des valeurs convenables, 
de calculer à toute époque les changements que les perturbations font subir aux 
coordonnées héliocen triques de la Terre. 

Les formules des.perturbations étant ainsi obtenues, leur complication est encore 
trop grande, à cause des termes nombreux qu'elles renferment, pour qu'il soit 
possible de les appliquer directement au calcul de toutes les positions qu'on peut 
avoir à considérer. On construit donc des Tables au moyen desquelles on abrège 
Je calcul nécessaire pour trouver la position héliocentrique de la planète, et qui, 
donnant le même résultat qu'on obtiendrait au moyen des formules, sont d'un 
usage plus rapide. La formation des Tables demande, à son tour, de longs calculs; 
mais, tandis que la détermination des formules des perturbations ne peut être 
confiée qu'à un habile astronome , la construction des Tables peut, dans de cer- 
taines limites, être abandonnée à de simples calculateurs. 

Comme les astronomes répètent leurs observations autant de fois qu'ils le peu- 
vent, pour arriver à une compensation des erreurs inhérentes à toute mesure indi- 
viduelle, on calcule, à l'avance, des éphémérides des positions des astres pour tous 
les joiirs de Tannée. Les Tables dont nous venons de parler font connaître les 
L 6 
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positions des planètes telles qu'elles seraient vues du centre du Soleil. Mais Tob- 
servateur est situé sur la Terre : il est donc encore nécessaire de passer des posi- 
tions heliocentrîqucs obtenues par la théorie, aux positions géocentriques corres- 
pondantes^ c'est-à-dire à celles qui pourront être directement comparées aux 
observations. Cette dernière opération nécessite la résolution trigonométrique d'un 
triangle rectiligne pour chaque position que l'on considère. 

Ainsi donc la détermination des ascensions droites et des déclinaisons des pla- 
nètes, par la théorie, nécessite quatre opérations : i** le développement analytique 
des formules conformément au principe de la gravitation universelle ; a® l'appli- 
cation de ces formules aux données relatives à chacune des planètes ; 3*^ la forma- 
tion des Tables des mouvements héliocentriques ; 4** lî* construction des éphémé- 
rides des positions héliocentriques et géocentriques. 

Le calcul des ascensions droites des astres et de leurs déclinaisons, au moyen 
des observations effectuées dans le méridien, conformément aux principes exposés 
ci-dessus, réclame de son côtelés opérations suivantes : 

Considérant d'abord les observations faites au cercle mural, on détermine, au 
moyen des étoiles circompolaires, la situation du pôle sur l'instrument, ce qui 
permet d'évaluer les déclinaisons des étoiles et celle du Soleil. Au moyen de ces 
dernières, et du passage du Soleil et des étoiles par le méridien, on conclut les 
ascensions droites des étoiles qui, jointes à leurs déclinaisons, constituent les cata- 
logues. On part ensuite des positions connues des étoiles pour en déduire, par 
comparaison, les ascensions droites et les déclinaisons du Soleil, de la Lune et des 
planètes. 

Reste enfin à tirer des conclusions, au moyen de la comparaison des positions 
théoriques avec les positions observées. La formation des équations de condition 
nécessaires pour cet objet est un travail matériel qui n'offre d'autre difficulté que 
la longueur des calculs quand le nombre des observations à comparer est consi- 
dérable. La discussion des équations est au contraire très-délicate : elle réclame 
toute la sagacité de l'astronome; elle exige aussi que, sans accorder une con- 
fiance aveugle aux méthodes générales de résolution, il se fraye, suivant les cir- 
constances, une route nouvelle et propre à le conduire à la connaissance des vérités 
qu'une grande habitude de la discussion scientifique peut seule lui faire entrevoir. 

La question de la réduction des observations étant ainsi posée d'une manière 
sérieuse et scientifique, voyons ce qui a été fait jusqu'ici dans cette voie. 

La route a été brillamment ouverte, il y a vingt ans, par l'astronome royal actuel 
d'Angleterre, M. Airy, qui a eu le bonheur de rencontrer dans la rédaction scien- 
tifique du Nautical Jlmanac un puissant auxihaire. Le Nautical contenant des 
éphémérides de toutes les planètes, calculées jour par jour, et avec une approxi- 
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mation portée jusqu'aux centièmes de seconde de temps, ce qui est indispensable 
aux besoins de l'astronomie, M. Airy s'est dispensé de calculer des ephémerides^ 
et il a procédé immédiatement à la comparaison de ses observations aux posi- 
tions fournies par le Nautical jdlmanac, Dix^sept gros volumes in-folio, com- 
prenant la réduction d'un nombre immense d'observations et leur comparaison, 
des catalogues d'étoiles, des Tables de réduction, des discussions théoriques et pra- 
tiques et des descriptions d'instruments, ont été publiés par M. Airy depuis i836 
jusqu'en iSSa, année dont le volume vient de paraître. 

Outre cet immense labeur, M. Airy entreprit de réduire les observa tipns de ses 
prédécesseurs, depuis Bradley. Toutes les observations planétaires, depuis 1760 
jusqu'en i83o, ont été calculées par ses soins et comparées directement aux Tables, 
le Nautical publié dans cet intervalle étant insuffisant. Le résultat de ces tra- 
vaux a paru dans un volume in-folio de plus de 700 pages. Les observations lu- 
naires ont été l'objet d'une entreprise encore plus vaste, dont les conclusions sont 
comprises dans deux volumes in-folio contenant ensemble plus de i5oo pages! 

Magnifique ensemble de travaux, que tout astronome doit avoir sans cesse devant 
les yeux comme un admirable modèle! que notre pays doit connaître, afin de 
mieux apprécier les conditions auxquelles il pourra à son tour entrerhonorablc- 
ment dans la carrière. 

Car, nous avons le regret de le dire, rien n'a encore été fait en France pour la 
réduction des observations. On les a jusqu'ici publiées à l'état brut et sans ré- 
duction aucune, laissant même à d'autres le soin d'en déduire les ascensions 
droites et les déclinaisons. 

Tout est donc à entreprendre aujourd'hui, et dans des conditions plus difficiles 
que celles où se trouvait l'observatoire de Greenwich en i836. Nous ne disposons 
pas comme lui d'éphémérides construites à l'avance. La Connaissance des Temps y 
qui devrait les contenir, n'est plus depuis longtemps un ouvrage scientifique. Les 
positions des planètes n'y sont données qu'à la minute de temps, fait qui étant 
constaté dispense de toute autre discussion à ce sujet. Pour exécuter la prescrip- 
tion du décret qui nous enjoint avec tant de raison de ne publier nos observa- 
tions qu'en y joignant leur comparaison avec la théorie, il nous faudra donc, 
indépendamment de la réduction des observations, calculer les éphémérides 
théoriques qui nous manquent. Toutes nos mesures sont déjà prises pour cette 
opération. 

Et quant aux observations anciennes faites depuis 1800, devra-t-on donc les 
laisser sans réduction aucune, c'est-à-dire improductives? Je ne le pense pas, et 
j'estime au contraire qu'il faudra chercher à tirer tout le parti possible d'observa- 
tions qui, depuis 54 ans, ont occasionné des dépenses très-considérables. Nous 
ne réclamerons pas, pour les utiliser, la centième partie, à beaucoup près, de ce 

6. 
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qu'elles ont coûté : le travail sera d'ailleurs nécessairement réparti sur un nombre 

d'années assez notable. 

Si Ton veut bien joindre aux travaux de calculs que nous venons d'indiquer : la 
détermination des orbites des planètes et des comètes que nous aurons pu décou- 
vrir et la construction des éphémérides nécessaires pour procéder aux observa- 
tions de ces astres; la réduction très-pénible des observations faites aux instru- 
ments extrà-méridiens ; le relevé de l'enregistrement magnétique des observations 
méridiennes; le relevé et la réduction des observations météorologiques dont il 
sera ultérieurement question ; le soin enfin des impressions de toute sorte ; on 
pourra prendre une idée de la haute importance du Bureau de calculs que nous 
venons de fonder à l'Observatoire, et qui devra recevoir certains développements. 
Autorisé à user d'autant de calculateurs que l'exigeraient les besoins de son ser- 
vice, le directeur de Greenwich en a employé jusqu'à vingt et un, lorsqu'il rédui- 
sait les observations anciennes! Notre ambition n'est pas si grande. 

DES RELATIONS ENTRE L'OBSERVATOIRE ET LES SERVICES PUBLICS. 

Si l'astronomie a joui d'une grande faveur chez les divers peuples, elle en est 
redevable, non-seulement à l'attrait philosophique des sujets dont elle traite, mais 
encore aux services qu'elle a su rendre à la société. Sans parler de la constitution 
des Calendriers civil et ecclésiastique, de l'établissement de notre système métrique 
qui, après. avoir fait disparaître le chaos des anciennes mesures, pourra quelque 
jour s'étendre au monde entier, parce que sa base a été prise dans la nature; sans 
parler de la mesure de la Terre, ni de la géographie, qui ne sait que l'astronomie 
est le seul gnid^ sur du navigateur dans l'immensité des mers? La boussole et les 
garde-temps ou chronomètres ne donnent que des indications dont les incerti- 
tudes s'accroissent avec le temps écoulé; et loin que leur invention ait fourni 
les moyens de se passer des observations astronomiques, elle a nécessité qu'on 
donnât à ces observations elles-mêmes et aux instruments nautiques une précision 
supérieure. 

L'Observatoire devra s'appliquer à nouer avec les services publics des relations 
qui, jusqu'à ce moment, ont été beaucoup trop restreintes. Nous allons indiquer 
sommairement ce qui pourrait être tenté et réalisé dès à présent dans cette voie 
féconde. Il ne sera pas question ici des applications de la météorologie dont nous 
traiterons à part. 

Le rôle du chronomètre, à bord, est surtout de donner à chaque instant et avec 
une grande exactitude le temps de Paris : ce qui exige qu'en quittant le port, le 
marin connaisse l'état de son instrument ainsi que sa variation diurne. Un chro- 
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nomètre n'a d'ailleurs de véritable valeur qu'autant que sa marche se maintient 
aussi uniforme que possible pendant toute la durée de la traversée. La moindre 
erreur sur l'appréciation de sa marche, produit dans le calcul de la position du 
navire une erreur qui, se multipliant de jour en jour et s'accroissant avec la durée 
de la navigation, devient trop souvent une cause de danger et de sinistre. Il est 
donc indispensable de soumettre tout chronomètre à une étude attentive, soit pour 
reconnaître sa valeur intrinsèque et la confiance qu'on peut lui accorder, soit 
pour déterminer son état à l'instant de l'embarquement.- 

Les chronomètres que le commerce oiïre à la marine impériale ne sont acceptés 
pkr elle qu'après de longues et sérieuses épreuves. Ces appareils, déposés en grand 
nombre à l'Observatoire de Paris et remontés chaque jour à midi, sont comparés 
tous les lundis et jeudis avec une pendule dont l'état propre est déterminé sur le 
ciel ; lors même que les observations des étoiles n'offrent pas d'intérêt astrono- 
mique, elles sont faites avec soin, en vue de la détermination de l'heure. Ren- 
voyées par nous au Dépôt de la Marine, les feuilles de comparaison servent à fixer 
les résultats du concours. On pourra sans doute améliorer les comparaisons indi- 
viduelles. Il importerait surtout de donner aux épreuves une nouvelle garantie et 
de les rapprocher davantage des conditions de la pratique en soumettant les chro- 
nomètres à de notables variations de température. La navigation est devenue si 
rapide, que, dans une seule traversée et en peu de jours, les chronomètres sont 
exposés à des températures très-diverses. Il est indispensable de connaître l'effet de 
tels changements sur la marche des chronomètres, ce qui ne pourra être obtenu 
que par l'installation de quelques appareils que nous ne possédons pas. 

Une fois achetés, les chronomètres qui, après une campagne, ont besoin de 
réparations ou d'une nouvelle étude, ne reviennent pas à l'Observatoire; mais on 
les envoie au Dépôt de la Marine, situé rue de l'Université, à Paris, et où l'on re- 
prend l'étude de leur marche. Comme pour cet objet le Dépôt a besoin de con- 
naître l'heure avec exactitude, l'un de ses eiûployés apporte à l'Observatoire de 
'Paris une montre dont nous comparons l'état à notre pendule, et qui ensuite est 
reportée au Dépôt. Ce procédé n'offre pas toute l'exactitude désirable, et il est 
d'une grande incommodité. 

« Lies recherches, dit M. le contre-amiral Mathieu, Directeur général du Dépôt 
de la Marine, dans une Lettre adressée au Directeur de l'Observatoire, les recher- 
ches de M. l'ingénieur hydrographe Lieussou sur la marche des chronomètres à 
diverses températures, et les conséquences qu'il en a déduites, apporteront à l'ave- 
nir quelques modifications au système d'observations auxquelles ils sont soumis. 
» X-a nécessité de leur faire subir les influences de températures différentes afin 
de bien s'assurer s'ils remplissent les conditions exigées pour être propres au ser- 
vice de la Marine, adétermiiîé le Ministre de ce département à faire construire, au 
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Dépôt, des armoires particulières où on les tiendra enfermés pendant un temps 
déterminé. Là ils seront alternativement soumis à des températures basses et éle- 
vées, et leur marche sera journellement comparée à la pendule de l'Observatoire. 

» Pour obtenir immédiatement cette comparaison, il devient indispensable de 
relier la pendule du Dépota celle de l'Observatoire. Si le Ministre voulait donner 
suite à une pareille demande, qui est toute dans l'intérêt de la 'Marine, nous 
serions dispensés d'envoyer chaque jour chercher l'heure à la pendule régula- 
trice. » 

Lorsque M. le contre-amiral Mathieu parle de relier la pendule du Dépôt de la 
Marine à la pendule de l'Observatoire, il a en vue le mode de jonction dont nous 
avons fait usage dans une expérience récente. Nous avons profité du fil télégra- 
phique qui relie l'Observatoire à l'Administration des Télégraphes, pour établir 
dans le poste central de la rue de Grenelle un cadran dont les aiguilles, mises 
en mouvement par l'intermédiaire de l'électricité, reproduisent les indications de 
notre pendule. Un tel cadran pourrait être effectivement posé dans les bureaux 
du Dépôt de la Marine : ou bien, on pourrait transmettre de l'Observatoire, 
et à des heures convenues, des signaux électriques au moyen desquels serait 
réglée la pendule du Dépôt de la Marine. 

La lettre de M. le contre-amiral Mathieu indique suffisamment que si je me 
suis permis de toucher à des questions concernant diverses Administrations, je 
ne l'ai fait qu'avec une extrême réserve, et après m'être assuré que les vues que 
j'avais à proposer pourraient effectivement être agréées par ces Administrations. Il 
s'agit uniquement d'une entente à établir entre elles et nous, pour le meilleur 
service de l'Empereur; et, dans cette vue, on a droit de tout attendre des chefs 
liabiles et dévoués qui les dirigent. 

Nous aurons surtout à réclamer le concours de l'Administration des Télé- 
graphes : car si l'électricité doit jouer un grand rôle dans l'intérieur de notre éta- 
blissement, on comprend combien sbn emploi deviendra plus indispensable pour 
nos relations extérieures. L'assistance d'une Administration aussi éminemment 
progressive que l'est l'Administration des Télégraphes ne nous sera pas refusée : 
nous en avons pour garant l'intérêt particulier que M. de Vougy a pris à la déter- 
mination récente de la différence de longitude entre Paris et Greenwich. On 
comprend toutefois que si l'intervention des télégraphes doit devenir plus fré- 
quente, M. le Ministre de l'Intérieur puisse désirer qu'elle soit régularisée, dans 
l'intérêt même du résultat qu'on se propose d'obtenir. 

Rien ne s'opposera donc à ce que, non-seulement la pendule du Dépôt de la 
Marine, à Paris, mais celles des divers ports de mer soient reliées ou comparées 
directement avec la pendule normale de l'Observatoire de Paris. 11 s'en faut de 
beaucoup que tous les instruments partent de Paris* immédiatement avant leur 
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embarquement, voyage qui peut d'ailleurs altérer leur marche : tin grand nombre 
d'entre eux, la presque totalité des chronomètres de la marine marchande, ne 
sont comparés et vérifiés que dans les ports de mer. Il importe donc qu'on puisse 
avoir partout, avec la plus grande exactitude, l'heure indispensable à cette étude. 
M. le Ministre de la Marine, dont la sollicitude s'étend à toutes les parties du vaste 
service auquel il commande, a bien voulu nous assurer qu'il verrait avec satisfac- 
tion une telle amélioration, qu'il la réclamera au besoin, et ne négUgera rien 
pour en assurer l'exécution (*). 



(*) On lira avec intérêt les détails contenus dans la Lettre suivante que M. Caillet, examinateur hydro- 
graphe de la Marine, et juge si compétent des besoins de la marine marchande, a bien voulu nous 
adresser sur cet important sujet. 

« Parmi les services que l'Observatoire peut rendre à la science au moyen de la télégraphie électrique , 
vous avez signalé , il y a déjà plusieurs années , l'avantage qui résulterait pour la marine , d'une transmis- 
sion directe de l'heure de Paris à tous les ports de nos côtes. Placé aujourd'hui à la tète de cet établisse- 
ment, vous m'avez permis de vous rappeler une idée qui, par ses conséquences, intéresse à un haut point 
la sécurité de la navigation , et Monsieur le Ministre de la Marine vous a fait connaître avec quel empres- 
sement il favoriserait ce nouveau progrès de l'art nautique. Au moment où il est permis d'entrevoir la 
réalisation d'un projet aussi éminemment utile, il est de mon devoir de vous indiquer en quoi consistent^ 
sous ce rapport, les ressources astronomiques actuelles de nos marins , et de vous offrir en même temp& 
mon concours dévoué , ainsi que celui du corps entier des professeurs d'hydrographie. 

9 Grâce à l'instruction spéciale que les Écoles de Navigation répandent dans nos villes maritimes , il est 
maintenant bien peu de capitaines de navires destinés à des voyages lointains, qui ne songent , plusieurs 
semaines avant leur départ , à régler leurs chronomètres sur le méridien de Paris , et à déterminer leur 
marche diurne avec toute la rigueur possible. Une fois en cours de campagne , soit qu'ils arrivent dans un 
port de relâche , ou même soit qu'ils passent en vue d'une terre dont la position géographique est connue, 
ils ont hâte de vérifier de nouveau leurs montres : heureux alors si l'état du ciel ou les circonstances de la 
navigation leur laissent la faculté de mettre à profit ces rares occasions. 

» La recherche de l'heure exacte de Paris est donc l'objet constant de la préoccupation de nos astro- 
nomes marins. Cet élément doit , en quelque sorte , servir de base aux calculs qu'il leur faudra plus tard 
exécuter en pleine mer, et ils n'épargnent aucun soin pour l'obtenir avec une extrême précision. C'est cette 
heure , dont le rôle est si important , que les observatoires des ports sont appelés à leur donner instanta- 
nément , au moyen d'un simple signal , sans travail et sans le moindre calcul de leur part, et avec une 
rigueur que ne pourraient atteindre les meilleures observations faites à bord des navires. 

ft II serait à croire, d'après cela , que nos anciennes administrations se seront empressées de multiplier 
les observatoires sur tous les points du littoral, et de les établir de préférence dans des positions élevées, 
\isibles des rades et des mouillages. Malheureusement, il n'en a rien été; et je le dis avec un profond re- 
gret , non-seulement nos observatoires sont en très-petit nombre , mais encore la plupart d'entre eux laissent 
beaucoup à désirer, tant sous le rapport de l'installation générale, que par la situation fâcheuse des. terrains 
où ils ont été érigés. Placés , les uns sous la surveillance des professeurs d'hydrographie , les autres sous 
celle d'un officier de vaisseau chargé passagèrement de ce service , ils ne méritent en définitive des éloges 
que par le zèle et l'aptitude dont ces fonctionnaires ont souvent donné des preuves. Voici la liste des ports 
où existent , en ce moment, des établissements de ce genre : 

9 Toulon, Rochefort, Nantes, Lorient, Brest et Cherbourg. Il ne m'appartient pas de citer l'observatoire 
de Marseille , plus réellement digne de ce nom , et qui n'est pas dans la dépendance de la Marine, 
ji A Bordeaux , le local affecté aux observations est tout à fait impropre et dénué des instruments les 
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Les horlogers de la capitale, et même ceux des villes voisines, viennent souvent 
à l'Observatoire pour prendre communication de l'heure; elle leur est indispen- 
sable pour qu'ils puissent étudier eux-mêmes la marche de leurs appareils *de pré- 
cision, ou régler convenablement les horloges qui leur sont confiées. On nous a 
fréquemment représenté qu'il serait très-utile de faciliter ce service par l'installa- 
tion d'un signal convenable au centre même de Paris. L'observatoire de Greenwich 
fait chaque jour, et à une heure précise, tomber une grosse boule visible à tous 
les regards et placée dans le Strand. L'emploi de cette boule a l'inconvénient de 
ne donner l'heure qu'une fois par jour, ou tout au plus un nombre très-limité de 
fois. Il nous a paru qu'on lui substituerait avec grand avantage un ou plusieurs 
cadrans placés à la Bourse, à l'Hôtel de Ville, et reproduisant exactement, par 
l'intermédiaire de l'électricité, l'heure rigoureuse de la pendule normale de l'Ob- 
servatoire. Rien n'empêcherait même de multiplier ultérieurement et autant qu'on 
le voudrait ces cadrans dans l'intérieur de la ville. 

On rencontrerait peut-être dans l'origine quelques embarras provenant de la 
difficulté d'isoler les fils conducteurs, suspendus dans l'air comme ils le sont au- 
jourd'hui. Mais on ne tarderait pas à en triompher par divers procédés, et surtout 
en établissant les fils dans l'intérieur de grandes voies souterraines, ainsi que l'a 
indiqué lui-même M. le Préfet de la Seine, quand il a bien voulu m'assurer qu'il 
désirait contribuer à la réalisation de cette partie de nos plans. 

La ponctualité absolue du service des chemins de fer aura sans aucun doute 
pour effet de donner aux relations sociales plus d'exactitude sous le rapport de 
l'heure. Elle a déjà contribué d'une manière remarquable au perfectionnement 
des montres ordinaires. Peut-être même sera-t-il utile d'introduire une réforme 
dans la mesure de l'heure. 



plus indispensables. Le conseil municipal de Saint-Malo s'occupe activement d'offrir à la marine un empla- 
cement convenable, et il serait facile, je crois, de décider des villes telles que le Havre, Cette et Dun- 
kerque, à suivre un pareil exemple. Enfin, le professeur du port de Paimbœuf, à l'embouchure de la Loire, 
a fait lui-môme les dépenses d'un petit observatoire où il détermine gratuitement la marche des chrono- 
mètres qui lui sont confiés, et d'où il signale chaque jour le midi moyen de Paris. 

M Comme vous le voyez , Monsieur le Directeur, votre intervention aurait une double utilité : d'abord 
d'améliorer et de régulariser ce qui existe , en attendant qu'il soit possible d'adjoindre un observatoire à 
toutes nos Écoles de Navigation ; puis de faire établir prochainement une transmission électrique de l'heure 
de l'Observatoire impérial à tous les ports principaux. L'exactitude absolue de cette heure sera une des 
garanties les plus sérieuses accordées par l'État à la marine et au commerce ; c'est un bienfait qui s'étendra 
sur près de trois mille bâtiments de tout genre , susceptibles d'entreprendre des voyages au long cours 
et parmi lesquels figurent environ trois cents navires appartenant à la marine militaire. 

» Le but proposé vous paraîtra, je l'espère, assez grand pour mériter de fixer votre attention , et vous 
tiendrez à associer vos \Ties à celles du Ministre éminent qui dirige avec une si haute sollicitude toutes les 
branches du service maritime, n 
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On sait que l'heure locale change sans cesse à mesure qu'on s'avance de l'est 
à Touest^ ou inversement. Le service des chemins de fer ne pouvant s'accom- 
moder d'une telle variation, on a pris le parti de compter la même heure sur toute 
une ligne d'exploitation, l'heure de Paris par exemple. Mais alors les horloges 
des localités traversées par la voie ferrée ne devraient point pour la plupart, si elles 
étaient bien réglées, marquer la même heure que le cadran de l'Administration. 
Nous disons si elles étaient bien réglées^ car très^souvent il arrive en province 
que les horloges sont en erreur de quantités plus considérables que celles dont 
elles devraient différer des indications du chemin de fer. Aussi doit-on s'attendre 
à ce que partout les horloges ne tarderont pas à être, pour l'avantage du public, 
réglées sur l'heure des chemins de fer. Mais alors toutes les horloges des contrées 
traversées par le chemin d'une même administration se trouvant marquer absolu- 
ment la même heure, le principe de l'heure locale aura cessé d'être suivi. N'y 
aurait-il pas avantage à mettre la règle d'accord avec la pratique, en comptant la 
même heure dans toute l'étendue de l'Empire? 

Il y a moins de cinquante ans, les horloges publiques devaient être réglées sur 
le temps solaire vrai. Le mouvement du Soleil n'étant pas uniforme, il fallait re- 
toucher sans cesse l'horloge pour la mettre d'accord avec le Soleil, et l'on com- 
prend qu'il en devait résulter de très-grands écarts, par la faute d'horlogers quel- 
quefois peu habiles. Le célèbre Delambre racontait que, dans la capitale même, 
il entendit un jour les diverses horloges sonner minuit pendant près de trois quarts 
d'heure! De pareils écarts n'ont plus lieu depuis la substitution du temps moyen 
au temps vrai : et, toutefois, les horloges de Paris présentent encore des discor- 
dances très-fréquentes et très-notables. 

Lorsqu'on proposa de substituer le temps mqjren au temps vraij il ne manqua 
pas de gens qui s'effrayèrent à la pensée que les horloges ne marqueraient plus 
l'heure même -du Soleil. Or, lorsque la substitution vint à être faite, personne ne 
s'aperçut du changement. Il faut s'attendre à ce que les mêmes objections seront 
reproduites contre la nouvelle proposition. Mais si l'on considère l'immense avan- 
tage d'avoir la même heure par tout l'Empire, problème dont la simplicité per- 
mettrait une solution pratique et précise, on n'hésitera pas à considérer, avec 
M. le Ministre des Travaux publics, que ce projet est digne d'un sérieux examen . 

Parmi les applications de l'astronomie, il n'en est point de plus importante que 
la détermination précise des positions géographiques, l'étude de la figure générale 
du globe terrestre, et sa description géodésique : questions essentiellement con- 
nexes et dont l'ensemble constitue une branche tellement étendue de la science, 
que s'il appartenait à l'Observatoire exclusivement d'en connaître, il lui faudrait 
immédiatement doubler son. personnel. Mais, depuis longtemps, les études géode- 
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siques nécessaires k la rédaction scientifique de la Carte de France ont été confiées 
au Corps impérial d'État-Major ; et le zèle et le talent avec lesquels ses officiers ont 
poursuivi et mené à bonne fin cette délicate et laborieuse entreprise, lui ont mérité 
l'estime et la reconnaissance du pays et de la science. 

L'Observatoire impérial n'a point, en conséquence, à intervenir dans les tra- 
vaux de géodésie : il a paru toutefois au directeur du Dépôt de la Guerre, M. le 
colonel Blondel, qu'effectivement, et conformément aux propositions dont nous 
avons eu l'honneur de l'entretenir, les ressources du Dépôt pourraient utilement 
être réunies à celles de l'Observatoire , pour la meilleure solution de certaines 
questions purement astronomiques. Je veux parler de la détermination des longi- 
tudes, et, jusqu'à un certain point, de celle des latitudes : opérations pour les- 
quelles la science fournit aujourd'hui des méthodes et des instruments plus précis. 

C'est un travail de ce genre qu'ont exécuté récemment les Observatoires de 
Greenwich et de Paris pour fixer leur différence en longitude. Dans un Rapport 
spécial sur cette opération, j'ai fait connaître que la télégraphie électrique avait 
été employée comme intermédiaire pour comparer les états des pendules des deux 
Observatoires, et qu'on était arrivé à ce résultat, qu'une erreur de aoo mètres 
environ avait été commise, dans le sens perpendiculaire au méridien, lorsqu'on a 
fixé antérieurement la position de Paris relativement à Londres. Cette erreur, qui, 
envisagée comme distance itinéraire, n'a aucune importance, devient grave, au 
contraire, dès qu'il s'agit de la détermination si délicate de la figure de notre globe. 
Elle montre, en effet, que toutes les longitudes déterminées antérieurement peuvent 
être en erreur de quinze secondes d'arc ou même davantage, et qu,e, par consé- 
quent, elles ne sauraient servir de base aux calculs précis de l'astronomie lunaire, 
ni de contrôle pour les opérations de la haute géodésie. Il sera donc essentiel de 
recommencer les mesures de ce genre qui ont été faites en France ; car les dis- 
cordances qui se sont manifestées entre les mesures directes de longitude et les 
résultats des triangulations, peuvent tenir aux erreurs systématiques des premières, 
tout autant ou même beaucoup plus qu'aux anomalies locales dont on a tant 
parlé. 

Si l'Observatoire de Paris est seul intervenu dans cette première opération, il 
verrait avec une grande satisfaction que le Corps impérial d'État-Major attachât 
assez d'intérêt à ces questions internationales, pour consentir à prendre une part 
à des travaux analogues projetés avec l'étranger. En tout cas, la coopération du 
Dépôt de la Guerre avec l'Observatoire paraît indispensable au prompt et bon 
achèvement d'un système de déterminations nouvelles des longitudes fi-ançaises. 
Point de départ de tous les travaux antérieurs, l'Observatoire de Paris doit néces- 
sairement servir de terme de comparaison dans les opérations nouvelles : il dis- 
pose des moyens d'observation nécessaires pour assurer la bonne et parfaite 
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exécution du travail à Tune des extrémités de chaque ligne d'opérations. Il appar- 
tiendrait au Corps impérial d'État-Major d'effectuer les observations identiques 
dans des stations qui lui sont déjà connues, Dunkerque, Calais, Bourges, Per- 
pignan, Brest, Bordeaux, etc. 

Les méthodes relatives à la détermination des latitudes ont fait de récents 
progrès ; et nous savons que, jaloux de maintenir ses moyens d'action au niveau 
de la science, le Dépôt de la Guerre fait construire de nouveaux instruments pro- 
pres à donner la plus entière précision dans la mesure des latitudes. Comme il 
conviendra sans doute de faire usage des étoiles les plus voisines du zénith de 
chaque lieu, l'Observatoire s'empressera de déterminer avec soin les positions des 
étoiles dont on pourra avoir besoin. C'est à cela que devra se borner son rôle sur 
ce point. 

Cent vingt ans se sont écoulés depuis que, dans le but de déterminer la figure 
de la Terre, la France envoya simultanément deux expéditions géodésiques, l'iuie 
à Téquateur, conduite par Bouguer et la Condamine , l'autre dans le Nord, sous 
la direction de Clairaut et Maupertuis. Toutes les ressources que pouvaient fournir 
la science et les arts mécaniques, furent mises en œuvre pour assurer l'exactitude 
des opérations. Mais depuis lors, les méthodes géodésiques et la construction des 
instruments ont rççu de grands perfectionnements : il serait assurément d'un 
haut intérêt de reprendre la mesure de l'arc du Pérou. On doit vivement désirer 
que la France n'abandonne pas à quelque nation étrangère le soin de revoir ce 
travail, et qu'elle ne se laisse pas ainsi dépouiller d'une partie de l'honneur que 
lui acquit, dans le passé, l'honorable initiative de l'Académie des Sciences. 

DE L'ORGANISATION DES ÉTUDES DE PHYSIQUE, ET EN PARTICULIER 

DE LA PHYSIQUE DU GLOBE. 

A mesure que j'ai cherché à améliorer et à multiplier les moyens d'observation, 
il m'est devenu de plus en plus évident qu'à côté du service régulier des obser- 
vations, il conviendrait d'instituer sur une large base un système de recherches 
sur divers points de science que l'on hésite à rattacher à l'astronomie ou à la 
physique. En dépit des distinctions étabUes entre les sciences, nous les voyons 
constamment empiéter l'une sur l'autre ; c'est qu'elles ont tout à gagner en se prê- 
tant un mutuel appui. Pour ce qui concerne l'astronomie, il est bien évident 
qu'elle ne saurait se suffire à elle-même, et que ses progrès sont intimement liés 
aux perfectionnements des instruments d'optique, à la connaissance de l'état de 
l'atmosphère, à l'appropriation des appareils télégraphiques, à la détermination 
directe de certaines constantes qui rentrent essentiellement dans le domaine de 

7- 
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la physique. D'an autre côté, la physique tend à sortir des bornes trop étroites du 

laboratoire où elle a pris naissante. Pour arriver à la solution des belles questions 

qu'elle s*est posées dans ces derniers temps, elle demande avec instance à nous 

emprunter nos instruments et nos méthodes, et elle promet, en retour, de nous 

rendre précisément les services que la force des choses nous porte à réclamer 

d'elle. 

On peut partager en deux catégories les travaux et les recherches qu'il s'agit de 
développer ou d'entreprendre. A la première catégorie se rattache tout ce qui doit 
être fait dans le but d'assister l'astronomie et d'en hâter les progrès. Viennent 
ensuite, comme appartenant à la seconde catégorie, les recherches de haute phy- 
sique, et particulièrement celles qui, réclamant l'installation d'un observatoire, 
n'ont pu être abordées jusqu'ici, ou qui, ayant déjà été tentées, méritent d'être 
portées à un plus haut degré de précision. 

J'ai déjà dit que nos instniments laissent beaucoup à désirer sous le rapport 
optique ; que nombre d'artistes sont désireux d'entreprendre des travaux d'essai 
relatifs à la fabrication des grands objectifs, et qu'ils tournent les yeux vers l'Ob- 
servatoire, dont ils attendent un appui et des conseils. 

On a beaucoup discuté, on discute encore sur l'influence des diaphragmes qui 
limitent la surface libre des objectifs des lunettes; cette influejice se rattache inti- 
mement aux lois de la diffraction, ainsi que les irradiations qui peuvent se pro- 
duire dans les observations des astres, et notamment dans le phénomène des 
éclipses. 

L'usage de la télégraphie électrique a été la source d'embarras qu'il a fallu 
accepter et surmonter moi-même, pour mener à bonne fin les premières applica- 
tions de l'électricité. Ces difficultés se multiplieront dès que l'électricité aura été 
introduite dans le service courant des observations journalières, ainsi que dans 
nos relations avec les services publics. 

La photographie est également appelée à nous rendre d'importants services. 
Omettant ici ses applications à la météorologie, dont nous traiterons plus loin, 
nous dirons que le Soleil, à cause de son éclat excessif, est un des astres les plus 
difficiles à observer. Pénétré de l'importance du sujet, un astronome français a 
proposé de substituer à l'observation oculaire l'observation photographique et 
instantanée. du disque solaire. Par ce moyen, on mettrait à profit la lumière dont 
on redoutait jusqu'à présent l'extrême intensité. En tout cas, des épreuves solaires 
de grandes dimensions, présentant la suite des états consécutifs de la surface 
changeante de l'astre, avec toutes les particularités qui se rapportent aux taches 
et aux facules ; de telles épreuves, dis-je, obtenues régulièrement pendant toute 
une saison, formeraient une intéressante collection et fourniraient des documents 
précieux sur la constitution physique du Soleil. 
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Dans ces derniers temps, un savant astronome, directeur de T observatoire 
romain, le P. Secchi, étudiant la distribution de la chaleur à la surface du Soleil, 
a reconnu l'existence d'un maximum de température au niveau de l'équateur 
solaire^ avec diminution progressive de cette température vers les pôles. L'Obser- 
vatoire de Paris ne doit pas rester étranger à de si belles recherches. 



L'étude des phénomènes qui se produisent dans l'atmosphère terrestre a des 
liaisons intimes avec l'astronomie. Ce sont, en effet, la chaleur du Soleil, celle de 
l'espace planétaire, peut-être même, suivant Herschel, celle de la Lune qui, avec 
les forces attractives de ce satellite et Su Soleil, donnent naissance à tous les 
mouvements de la couche d'air qui nous environne, à la formation des météores 
aqueux, électriques et lumineux. La déclinaison du Soleil détermine les saisons, 
comme sa distance moyenne angulaire au zénith de chaque lieu établit la variété 
des climats. Des fragments isolés de cette matière cosmique qui paraît remplir 
les espaces célestes, en obéissant, comme tous les astres, aux lois de la gravi- 
tation, rencontrent fréquemment dans leur course l'atmosphère de notre pla- 
nète et y produisent les globes de feu désignés, suivant leur grandeur, par les 
noms de météores ignés, de bolides, d'étoiles filantes. L'apparition des bolides 
est quelquefois suivie de chutes de pierres désignées sous le nom d'aérolithes, qui 
ont jadis inspiré l'étonnement et la terreur. Enfin, d'après des travaux récents, les 
variations du magnétisme terrestre auraient des relations avec la position de pôles 
magnétiques existant dans le Soleil. 

Dès la plus haute antiquité, on s'est préoccupé de l'étude de la météorologie ; 
mais les problèmes sont tellement compliqués, les causes agissantes si nombreuses, 
que rien de sérieux n'a été fait jusqu'à l'époque où l'esprit d'observation a do- 
miné dans la science. L'origine de la saine météorologie ne remonte guère qu'au 
XVII* siècle, lorsque deux de ses plus précieux instruments, le baromètre et le 
thermomètre, furent inventés, en même temps que les découvertes géographiques 
venaient accroître l'étendue de son domaine. 

Mieux étudiés^ les phénomènes météorologiques ont laissé voir quelques an- 
neaux de la chaîne qui les lie les uns aux autres. On a pu séparer et distinguer 
quelques-unes des forces qui agissent sur l'atmosphère, et sinon reconnaître leurs 
actions particulières en chaque instant et en chaque lieu, du moins apercevoir 
Jenr action moyenne. On a établi l'existence d'un certain état moyen de l'atmo- 
sphère dans chaque lieu du globe, et l'on s'est attaché à déterminer cet état dans 
un grand nombre de points. Comparant ces résultats de l'observation dans des 
localités diverses, on a pu reconnaître les influences de la latitude, des mers et des 
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montagnes, sur le climat, au point de vue de la température, des vents, de la pres- 
sion de l'atmosphère, de l'humidité et des orages. 

Les observations dans les montagnes et quelques ascensions aérostatiques ont 
fourni des indications sur le décroissement de la température à mesure qu'on 
s'élève dans l'atmosphère. D'un autre côté, des observations actinométriques ont 
déjà fait connaître la quantité de chaleur fournie à la Terre par le Soleil, la loi 
de l'absorption de cette chaleur dans l'air, la quantité de chaleur rayonnée par 
l'atmosphère, etc., questions qui, combinées entre elles, ont fourni des données 
sur la chaleur de l'espace planétaire. Mais ces recherches sont loin d'être épuisées. 

Des observations suivies et consciencieuses, dues au zèle de quelques amis de 
la science, nous on fait connaître un grand nombre des conditions dans lesquelles 
se produisent les hydrométéores, nuages, pluie, neige, grêle, etc. Elles nous ont 
appris les relations intimes qui existent entre la forme des nuages, en apparence 
si capricieuse, et les causes qui les ont produits, entre leur groupement, l'heure 
de leur formation et leur hauteur au-dessus du sol, leurs directions et les direc- 
tions générales du vent. Leur suspension a été expliquée, l'existence des vésicules 
qui les composent a été reconnue, et le phénomène optique des couronnes a donné 
la mesure du diamètre de ces vésicules dans diverses espèces de nuages. L'exis- 
tence de nuages de glace a été constatée ; les différences entre les phénomènes 
optiques produits par ces nuages et ceux que fournissent les nuages aqueux, ont 
été reconnues par l'observation et expliquées par la théorie, qui a fait comprendre 
la production des halos, parhélies et parasélènes, anthélies, couronnes, auréoles, 
arcs-en-ciel, etc. La polarisation de l'atmosphère, les phénomènes de coloration 
de l'aurore et du crépuscule^ la perspective aérienne ont donné lien à de sérieuses 
études. 

Les phénomènes électriques n'ont pas été suivis avec moins de soin, depuis 
l'époque où Franklin fit connaître l'origine du tonnerre. Les conditions dans les- 
quelles se forment les orages, leur répartition sur le globe, les curieux effets de 
la foudre, les formes bizarres des éclairs, les roulements tantôt prolongés, tantôt 
saccadés du tonnerre, la formation des trombes, ont été l'objet de beaux travaux 
dans notre siècle. Outre ce qu'on ignore encore sur tous ces points , il reste à 
rechercher l'origine de l'électricité atmosphérique, à étudier sa variation diurne, 
sa distribution dans les nuages. I^e rôle de l'électricité dans le phénomène de la 
grêle est à peine entrevu. On ne sait encore que bien peu de chose sur les aurores 
boréales. 

Les observations météorologiques sont de deux sortes. I^s unes, régulières, 
consistent à observer chaque jour, à heures fixes, et le plus souvent possible, les 
instruments qui peuvent fournir des indications sur Tétat de l'atmosphère pour- 
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en conclure plus tard son état moyen , ainsi que les variations diurnes ou annuelles 
de cet état. Les autres ont pour objet de réunir de bonnes descriptions des phé- 
nomènes particuliers, lumineux ou électriques, dont l'atmosphère est le siège, et 
sont accidentelles comme ces phénomènes. 

Qu'a-t-il été fait en France, dans ces deux genres d'observations? Bien peu de 
chose; et notre pays est, sous ce rapport, dans un état d'infériorité regrettable. 
Ne craignons pas de le dire : c*est le seul moyen de mettre un terme à cette si- 
tuation. 

De tous les établissements scientifiques que possède l'État, les observatoires de 
Paris et de Marseille sont les seuls où il soit fait des observations météorologiques 
d'une manière constante. A Marseille, on observe six fois par jour : à 6 heures 
et 9 heures du matin , midi, 3 heures, 6 heures et 9 heures du soir. A Paris, on n'a- 
vait jamais observé que quatre fois par jour : à 9 heures du matin, midi, 3 heures et 
9 heures du soir. Depuis le mois de novembre dernier, nous avons ajouté des 
observations à 6 heures du soir et à minuit; mais c'est la limite de ce qui peut être 
accompli avec un personnel restreint, spécialement destiné à l'astronomie et 
chargé, pour cette mission, d'un service fatigant. Or à Greenwich, un personnel 
spécial, composé de quatre personnes, fait douze observations par jour, de 2 heures 
en a heures, embrassant ainsi toute la série des ^4 heures ; et, en outre, l'observa- 
toire est pourvu d'instruments qui enregistrent eux-mêmes leurs indications au 
moyen de la photographie. Dans les nombreux observatoires magnétiques et mé- 
téorologiques de l'Angleterre, les observations se font partout de deux en deux 
heures, la série bi-horaire ayant été recommandée par la Société royale de Lon- 
dres. En Russie et aux Etats-Unis d'Amérique, on va même plus loin, et les obser- 
vations se font d'heure en heure. Il en est de même à Bruxelles, dans la plupart 
des observatoires de l'Allemagne, et dans quelques-uns de l'Italie. Ces contrées 
possèdent d'ailleurs, outre leurs observatoires astronomiques, des observatoires 
magnétiques plus nombreux encore. La surface de l'Angleterre, de la Russie, de 
l'Allemagne et surtout celle de l'Autriche, celle des Etats-Unis, sont couvertes de 
ces observatoires répartis avec intelligence dans les stations physiques les plus 
intéressantes ; et la France n'en possède pas un seul ! 

Il faut le dire cependant, la nation française a l'esprit éminemment scientifique, 
et de louables efforts sont faits dans nos départements par quelques particuliers, 
qui s'efforcent de suppléer par leur zèle à l'insuffisance des établissements de 
l'État. Des séries météorologi(iues, plus complètes en certains lieux que celles de 
l'Observatoire, sont depuis plusieurs années faites à Versailles, Vendôme, Toulon, 
Bordeaux, Dijon, Lyon, Metz, Rodez, Rouen, Orange, Cherbourg, Gœrsdorfï, 
Nantes, Bourg, Saint-Hippolyte-de-Caton, le Puy, Privas, etc. Mais la plupart 
des instruments qui ont servi à ces séries ne sont pas connus; beaucoup d'obser- 
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valeurs n'ont pu se procurer des stations convenables pour leurs instruments, ce 
qui fait peser une incertitude sur plusieurs séries, faites pourtant avec tant de 
dévouement à la science. 

Ajoutons que les observatoires météorologiques particuliers n'ont pu réunir 
tous les moyens d'observation nécessaires. L'humidité n'est mesurée que sur bien 
peu de points. Les observations sur Télectricité atmosphérique sont entièrement 
négligées. Quant aux observations accidentelles, quelques observateurs parti- 
culiers tiennent seuls un journal météorologique. Les observations magnétiques 
qui nécessitent des constructions spéciales, distantes des lieux habités renfermant 
du fer, ne sont pas d'ailleurs à la portée des observateurs particuliers. Aussi la 
France est-elle restée seule en dehors de la grande association qui s'est formée 
pour la solution des curieux problèmes que soulève le magnétisme terrestre. Tan- 
dis que les instruments à indications continues, au moyen de la photographie, se 
répandent dans tous les observatoires, et que Greenwich en possède depuis 1847, 
la France ne les connaît pas encore. 

Et cependant la météorologie est une science éminemment pratique. La navi- 
gation, l'agriculture, les travaux publics, l'hygiène, sont spécialement intéressés 
à son avancement, et il importe de ne pas négliger plus longtemps xl'aussi graves 
intérêts. 

L'utilité des recherches météorologiques pour la navigation est incontestable. 
C'est grâce à l'étude des vents que depuis quelques années la longueur des traver- 
sées a été considérablement réduite. Les diverses nations maritimes doivent une 
grande reconnaissance à M. le lieutenant Maury, dont les plans habiles ont puis- 
samment contribué à ce résultat. C'est ainsi que nous avons vu la traversée 
moyenne des États-Unis au cap Saint-Roch, réduite de 4i jours à 22, c^Ue de la 
Californie de 180 à 100. 

L'importance de la boussole exigeait qu'on déterminât sur tout le globe, l'équa- 
teur et les méridiens magnétiques. La France, par plusieurs expéditions, a eu la 
gloire de contribuer à ce beau travail. Mais il n'est pas possible de s'en tenir là : 
les éléments du magnétisme terrestre varient sans cesse; au bout de quelques 
années les méridiens magnétiques se sont notablement déplacés, et il importe 
d'enchaîner les résultats, de manière à préciser le véritable état des forces magné- 
tiques à une époque quelconque et en chaque lieu de la Terre. L'illustre Gauss a 
démontré que les variations manifestées dans la déclinaison, l'inclinaison et l'in- 
tensité, sur quelques points du globe, peuvent faire connaître les modifications 
que les lignes magnétiques éprouvent. On comprend donc l'importance pour 
la marine française d'observations simultanées qui seraient faites sur plusieurs 
points du territoire français et de nos possessions. 
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Tandis que le paratonnerre protège les navires contre les effets de la foudre, 
souvent si terribles à bord, le baromètre par ses variations annonce au navigateur 
l'approche de la tempête, l'avertissant ainsi, s'il est près d'une côte dangereuse, 
de s'en éloigner ou de se réfugier dans les ports qu'elle peut lui offrir. Krusentern 
attribue le bonheur avec lequel il a su toujours prévoir les coups de vent, à la 
constance avec laquelle il observait le baromètre. Scoresby affirme qu'il a prédit 
les tempêtes dix-sept fois sur dix-huit^ en consultant cet instrument. Et cependant 
les indications déduites des observations isolées du baromètre ont peu d'impor- 
fance compai:ativement à celles que l'on peut obtenir par l'examen simultané de 
tous les instruments météorologiques, dont plusieurs ont été encore si peu obser- 
vés. De bonnes séries de recherches feront mieux connaître les pronostics que 
Ton peut tirer de ces observations combinées avec celles de l'aspect du ciel. 

Par la liaison, au moyen de la télégraphie électrique, des diverses stations 011 
se font des observations météorologiques, on pourra connaître à chaque instant 
le sens et la vitesse de propagation des tempêtes, et l'on poiuTa annoncer plu- 
sieurs heures à l'avance, sur nos côtes, la plupart des coups de vent, et spéciale- 
ment les plus dangereux ; car l'histoire des naufrages nous fait savoir que la 
presque totalité de ces événements a lieu par des vents qui poussent à la côte, et 
l'on sait que presque tous les ouragans se propagent par aspiration, c'est-à-dire 
dans la direction d'où ils soufflent. Les vents qui poussent à la côte, se faisant 
ainsi et presque toujours sentir dans l'intérieur avant de souffler sur le rivage, 
.pourraient donc être annoncés. Les barques de pêcheurs éviteraient de s'éloigner 
ou rentreraient avant la tempête ; les marins prêts à appareiller resteraient dans 
les ports jusqu'à ce que l'ouragan dont ils seraient menacés fût passé, et les nau- 
frages sur les côtes de France deviendraient plus rares. Déjà aux États-Unis des 
coups de vent ont été signalés à diverses reprises. 

Les recherches de naturalisation sont fondées sur la théorie des climats, et nos 
animaux domestiques, nos céréales, nos arbres fruitiers, la plupart de nos végé- 
taux utiles, ont été acclimatés. Ce fait seul montre toute l'importance de la mé- 
téorologie au point de vue agricole. La France est encore loin de posséder toutes 
les espèces d'animaux et de végétaux utiles qui peuvent prospérer chez elle. 
Lorsque son climat sera mieux connu, on saura quelles sont les régions où, pour 
chaque espèce, il y a des chances de succès; on saura, dans chaque partie de la 
France, quels sont les versants, les expositions, les altitudes à choisir; on saura, 
pour la végétation, quelles sont les propriétés physiques que le sol doit offrir 
pour compenser tel inconvénient du climat au point de vue de l'humidité, de la 
température, du rayonnement solaire, de la chute des pluies, etc. Guidé par la 
météorologie, on évitera bien des essais infructueux, bien des tentatives inutiles, 
I. 8 
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qui, en outre des sacrifices qu'elles occasionnent, retardent l'introduction de cer- 
taines cultures, de certaines espèces zoologiques. 

La pluviométrie rendra aussi des services. Tandis que, pour l'habitant des lieux 
élevés et secs, elle fournit d*utiles indications sur les dimensions à donner aux 
citernes, aux réservoirs, elle peut, en prévenant les habitants des lieux bas et 
voisins de nos grands fleuves des inondations qui les menacent, leur permettre 
de sauver leurs récoltes, leurs troupeaux et leur vie même. Déjà une Ck>mmission 
hydrométrique, qui s'est formée à Lyon, après les terribles inondations de la Saône 
en i84o, a rendu d'éminents services. Plusieurs fois, par l'observation de la chute 
de la pluie dans le bassin de cette rivière, elle a pu non-seulement prévenir d une 
crue prochaine, mais faire savoir, à quelques décimètres près, la hauteur à laquelle 
l'eau devait s'élever. Actuellement, grâce au zèle de quelques-uns de MM. les 
ingénieurs des ponts et chaussées, des observations pluviométriques sont faites 
concurremment avec l'observation des hauteurs de plusieurs de nos rivières; et 
des relations curieuses, découvertes par M. Belgrand, ingénieur en chef des ponts 
et chaussées, entre les crues des diverses rivières de France, donnent la certitude 
d'arriver, dans cette voie, à des résultats bien importants pour les riverains de 
nos cours d'eau. 

Les maladies qui , dans ces dernières années, sont venues attaquer la pomme 
de terre et quelques autres solanées, la vigne, et même, en quelques localités, 
certaines espèces de légumes, et ont répandu l'inquiétude dans la population des 
campagnes, en même temps qu'elles ont élevé le prix de plusieurs des denrées les 
plus essentielles, sont encore un motif de plus de s'occuper de la météorologie. 
Il importe que les conditions atmosphériques dans lesquelles ces faits se pro- 
duisent, soient analysées avec soin, A un point de vue analogue, l'hygiène et la 
salubrité publique sont intéressées à l'étude de l'atmosphère : peut-être par- 
viendra-t-on ainsi à reconnaître les causes et les conditions favorables au déve- 
loppement de ces terribles épidémies qui, de temps à autre, se répandent sur une 
grande partie de la surface de notre globe. L'air et le sol sont évidemment les 
milieux à travers lesquels le mal se transmet. Dans les efforts que Ton fait pour 
arriver à discerner les causes de ces maladies, l'étude de l'atmosphère ne peut 
donc être négligée. 

Mais arrêtons-nous dans Ténumération des applications de la météorologie, 
bien que nous n'ayons donné qu'une idée incomplète de l'étendue du sujet. 
L'utilité de cette science, son degré d'avancement chez les autres nations, nous 
font un devoir de sortir de notre indifférence. Il faut : 

1^. Poiu'voir l'Observatoire de Paris d'instruments étalons; 
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a^. Organiser/ dan^ cet établissement, un système complet d'observations mé- 
téorologiques et magnétiques régulières; 

3^. S'attacher à faire un journal météorologique, aussi complet que possible, 
pour les phénomènes accidentels ; 

4®. Établir des relations avec les divers observatoires particuliers en France, 
et avec quelques-uns des principaux étabUssements étrangers ; favoriser l'institu- 
tion de nouvelles stations météorologiques; vérifier leurs instiTiments; publier des 
instructions sui* le choix de l'exposition des thermomètres, hygromètres, etc. ; 

5®. Publier chaque jour, dans les journaux, les observations de Paris et celles 
des principales stations de France, observations qui seraient transmises à l'Obser- 
vatoire par le' télégraphe électrique (*) ; 

6^. Présenter à la fin de l'année, dans une publication générale, le résumé de 
toutes les observations, et la discussion à laquelle elles auront donné lieu; 

7^. Discuter les observations antérieurement faites à Paris et s'occuper de réu- 
nir des documents sur tout ce qui a été fait en France. 

Ce n'est point ici le lieu de présenter, sur ces différentes parties du service, des 
programmes détaillés et des projets d'exécution qui nous entraîneraient beaucoup 
trop loin. Toutefois, comme il s'agit, sur beaucoup de points, d'introduire des 
méthodes inusitées en France, nous croyons devoir joindre à la suite de ce Mé- 
moire , une Note dans laquelle on trouvera des détails dignes d'intérêt. 

DU PERSONNEL ET DES DÉPENSES. 

Nous avons exposé, avec les détails nécessaires, toute l'étendue des travaux d'im 
observatoire de premier ordre, et fait connaître les améliorations qu'il est indis- 
pensable d'apporter à notre matériel scientifique pour que l'Observatoire de Paris 
soit à la hauteur de sa mission. Il ne servirait toutefois à rien d'avoir pourvu cet 
établissement des instruments ïes meilleurs et les plus exacts, si l'on ne s'appli- 
qxiait en même temps à réunir et à former un personnel d'élite, capable de mettre 
convenablement en œuvre les nouvelles ressources. Mais le sujet que nous abor- 
dons ici est délicat et difficile, nous lui devons toute notre attention. 

la vie d'un astronome pénétré de ses devoirs est des plus laborieuses. ATheure 
où Ton se livre habituellement au repos, Tastronome se prépare à consacrer la 
nuit, en hiver, à des travaux d'observation. Non-seulement il n'aura point de feu 



(♦) Lors de l'Exposition générale de l'industrie en Angleterre, l'état de l'atmosphère dans les différentes 
villes du royaume-uni était chaque jour affiché à la porte de l'Exposition . Nous montrerons-nous, au mois 
de mai i855, moins avancés que les Anglais en i85i? 

8. 
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mais il lui faudra tenir les fenêtres continuellement ouvertes, pour ramener la 
température intérieure à celle du dehors. Point de lumière dont l'éclat trouble- 
rait la vue. Véritable soldat au bivouac, l'observateur, placé à sa lunette, est 
presque condamné à l'immobilité. C'est dans cette pénible situation qu'il devra 
consacrer toutes ses facultés à l'exécution de travaux de précision qui demandent 
une grande délicatesse, ou à des recherches difficiles réclamant l'attention la plus 
soutenue. Qu'on veuille bien comparer ce labeur au travail ordinaire des hommes 
de cabinet! 

Et qu'on ne croie pas que, le jour venu, l'observateur va jouir du repos à son 
tour. L'expérience montre qu'après une nuit laborieuse de ce genre, on ne par- 
vient pas à obtenir dans le jour un sommeil calme et réparateur, conune l'est celui 
de la nuit. Il faut d'ailleurs trouver le temps de réduire les observations précé- 
dentes et de préparer celles de la nuit suivante. Si enfin on appartient à un grand 
établissement, où, quoi qu'on fasse, le personnel est toujours au-dessous des exi- 
gences de la science, une foule de questions se présenteront à résoudre, et lo 
jour ne sera pas moins occupé que la nuit. 

Un tel service ne peut point être commandé, sinon à des hommes dévoués à la 
science et à qui rien ne coûte pour accomplir leur devoir. Ces hommes sont rares. 
La direction de l'Observatoire devra s'appliquer à les découvrir, à les attirer à elle, 
à placer chacun d'eux dans les conditions qui peuvent convenir à son aptitude 
et à son talent. De deux astronomes, l'un excellera dans les mesures de précision 
et les calculs : Tautre, au contraire, peu porté vers la Table des logarithmes, pré- 
férera les recherches aventureuses dans le ciel. Il ne faudrait pas entreprendre de 
passer un niveau sur eux et de les astreindre l'un et l'autre à un travail uniforme. 
On échouerait infailliblement, parce qu'on éteindrait ce zèle ardent sans lequel 
rien n'est possible. 

La formation d'un personnel aussi spécial sera toujours très-difficile, lors même 
qu'on attirerait des hommes de talent vers l'Observatoire, par tous les avantages 
dont on est habitué à jouir dans la société moderne. J'estime que l'œuvre serait 
impossible dans la situation actuelle des choses, soit à cause.de l'exiguïté des* 
traitements, soit à cause de l'insuffisance des logements. 

Les astronomes-adjoints reçoivent 3ooo francs au plus; les astronomes titu- 
laires avancés dans la carrière, 5ooo francs au plus. Or, si Ton considère qu'il s'agit 
d'hommes à qui l'on demande le sacrifice de tout leur temps, d'hommes de talent 
qui, dans d'autres carrières, se feraient sans difficulté une brillante position, on 
restera convaincu, comme nous, que la situation qui leur est faite est par trop 
mesquine. On permet, il est vrai, aux astronomes de l'Observatoire de remplir en 
même temps d'autres fonctions à l'extérieur ; mais cet usage serait sujet aux plus 
graves inconvénients. 
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L'astronome ne peut, en effet, être chargé de fonctions extérieures sans soustraire 
à robservatoire le temps nécessaire pour les remplir : et il en résulte que si Ton 
veut nonobstant arriver au même résultat astronomique, on est obligé d'attacher 
à rétablissement deux fonctionnaires au lieu d'un. On ne trouve ainsi dans cet 
arrangement aucune source d'économie ; mais, ce qui est plus grave, le service 
eo souflre. Un travail scientifique est d'autant plus précis, que moins de personnes 
y prennent part; et lorsque les bons astronomes surtout sont si rares, on doit 
songer à organiser l'Observatoire avec le plus petit nombre possible de fonction- 
naires, loin de prétendre en fournir aux autres établissements. 

En fait, les directeurs de l'Observatoire n'ont jamais permis à leurs astronomes 
de cumuler une seconde fonction que lorsqu'ils étaient depuis quelques années au 
travail; en sorte que, jusque-là, leur situation a été difficile, souvent même, il faut 
le dire, misérable! Mais en revanche, nous ne devons pas cacher que, cette posi- 
tion extérieure à l'Observatoire une fois acquise, trop souvent l'observateur n'a 
plus guère travaillé pour l'astronomie. Nous ne pourrions, quant à nous, répondre 
d'un établissement dans lequel les fonctionnaires vraiment utiles seraient réduits 
à regarder d'un œil d'envie ceux pour qui la science n'aurait été qu'un marche- 
pied. 

Les logements destinés aux observateurs sont inhabitables. Plusieurs d'entre 
eux, placés au nord et au-dessous de la terrasse du jardin, ne reçoivent pas un 
rayon de soleil et sont d'une extrême humidité. On n'y peut caser que des jeunes 
gens et des plus intrépides. Des hommes de talent m*ont demandé à entrer à l'Ob- 
servatoire; mais ils avaient une famille: leurs lettres constatent qu'ils ont dû se 
retirer devant la modicité du traitement et l'impossibilité, pour l'Observatoire, de 
les loger, non pas avec luxe, tant s'en faut, mais dans un espace sain et suffisant. 
Nous réclamons de nouveau et avec instance un prompt renvède à ces difficultés. 

Le moment est venu d'examiner, en supposant que nos fonctionnaires disposent 
de tout leur temps, combien d'entre eux sont nécessaires pour assurer le service 
journalier défini dans ce Rapport. 

( Nous croyons pouvoir supprimer cette partie du Rapport , qui contient un grand nombre de détails d'ad- 
ministration intérieure, et passer aux conclusions.) 

CONCLUSIONS. 

Nous estimons en conséquence que, si Ton veut assurer parmi nous, à la culture 
de l'astronomie et à celle des différentes branches de la science qui lui sont inti- 
mement liées, un rang digne de la France, il faut, conformément aux bases posées 
dans le présent Rapport : 
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i^. Améliorer les instruments méridiens actuels sous le rapport mécanique et 
optique; les pourvoir des collimateurs nécessaires; isoler les piliers qui les sup- 
portent, etc 

2°. Établir un nouveau Cercle méridien. 

3°. Installer les appareils nécessaires pour une mesure plus précise du temps. 

4*^. Compléter les travaux entrepris pour l'enregistrement magnétique des obser- 
vations méridiennes. 

5"^. Achever rétablissement de la grande lunette parallatique. 

6°. Réparer le cercle de Reichenbach. 

7*^. Développer le nouveau Bureau de Calculs , de manière à pouvoir discuter 
Tensemble des observations méridiennes faites à l'Observatoire de Paris et con- 
struire les éphémérides nécessaires pour cet objet. 

8*^. Publier les observations faites depuis 1847. 

9^. Poursuivre en commun avec les Administrations intéressées : l'amélioration 
des moyens d'étudier la marche des chronomètres à Paris et dans les ports ; la dis- 
tribution de l'heure précise sur difiEérents points de la capitale ; une détermination 
nouvelle des longitudes des points principaux de l'Empire, etc. 

10°. Régulariser l'étude des questions de physique astronomique. 

11*^. Organiser les études de météorologie, conformément au projet joint à la 
suite du Rapport. 

la®. Disposer dès logements pour les observateurs. 

i3°. Réparer la grande galerie du second étage. 

1 49. Affecter à l'entretien annuel des différents services une somme de , 

sur laquelle seront prélevées les sommes nécessaires à l'organisation du nouveau 
matériel scientifique. 




Note sur l'organisation des Etudes météorologiques à l' Obsen^atoire 

de Paris. (Voir les pages 58 et 69. ) 

I. — Instruments étalons. 

Ces instruments sont : 

i"^. Un thermomètre étalon à échelle arbitraire, avec les appareils pour la véri- 
fication des thermomètres; 

1^, Un appareil pour la vérification du baromètre ; 

3*^. Un appareil pour déterminer le magnétisme d'un barreau aimanté. 

Il importe que l'Observatoire fasse connaître la valeur des obsei*vations qu'il 
publie. 
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II. ^ Organisation ctobservntions météorologiques et magnétiques régulières. 
L'organisation du personnel dépendra essentiellement de celle qui aura lieu 
pour le matériel ; car si le Gouvernement fait les frais d'instruments à indications 
continues, l'état de l'atmosphère sera connu pendant toute la série des vingt-quatre 
heures sans imposer aux observateurs de trop grandes fatigues, et, par conséquent, 
le nombre des observateurs pourra être réduit- 

En établissant des baromètres, thermomètres , psychromètres, anémomètres, 
pluviomètres et électromètres, ainsi que des instruments magnétiques à indica- 
tions continues, une seule personne sufQra au détail des observations régulières, 
pourvu qu'un ou deux des calculateurs soient assez au courant du travail pour 
la remplacer au besoin. Il faudra disposer et placer les feuilles photographiques 
des instruments à indications continues, tirer de ces feuilles les observations ho- 
raires et les réduire au moyen des données empruntées à d'autres observations 
spéciales. La correspondance météorologique viendra encore s'ajouter à ce tra- 
vail, à moins qu'il ne soit nécessaire de la confier au fonctionnaire chargé des 
observations accidentelles, de la discussion des observations et de la vérification 
des instruments, travail trop délicat pour être abandonné à un calculateur, et 
qui suffirait à occuper entièrement une seconde personne. 
Les instruments à établir seraient : 
1*^. Un baromètre à indications continues. 

Il existe à Bruxelles un instrument semblable. Il consiste en un baromètre à 
siphon contenant un flotteur dans sa branche ouverte : ce flotteur réagit sur un 
levier qui porte un crayon à une de ses extrémités, et, à des intervalles rapprochés 
et réglés par la marche d'une horloge, un marteau fi^appe sur ce crayon qui trace 
un point sur une feuille de papier qu'un mouvement d'horlogerie fait dérouler. 
Sans nul doute cet instrument peut donner de bonnes indications sur les grands 
mouvements du baromètre. On peut craindre qu'il n'en soit pas de même à l'égard 
des faibles oscillations. 

A Kiew, à Greenwich, et dans presque tous les observatoires magnétiques 
d'Angleterre, les indications du baromètre sont enregistrées par la photographie. 
A Kiew, ces indications ont lieu sur des plaques ; à Greenwich, elles se font sur 
du papier photographique, et les courbes obtenues sont conservées en album. A 
Kiew, on reproduit les épreuves sur gélatine, et on les tire sur papier, avant 
d*employer de nouveau les plaques. 

A Paris, l'Observatoire possède des caves profondes où la température ne varie 
que de quelques centièmes de degré dans une année entière. Ces caves pour- 
raient probablement être utilisées pour placer en outre un baroniétrographe, qui 
consisterait en un thermomètre à air dont l'index aurait une course très-longue. 
On sait que, quand un thermomètre à air n'éprouve pas de variation de tempé- 



Digitized by 



Google 



64 RAPPORT SUR L'OBSERVATOIRE DE PARIS 

rature, la course de l'index ne dépendant plus que de la pression barométrique, 
peut servir à mesurer la variation de cette pression avec une grande sensibilité. 
Il suffirait d'employer la photographie pour enregistrer les indications de cet 
instrument, qui donnerait la courbe barométrique exempte des variations de 
température. L'interception du faisceau lumineux par les deux bords de l'index 
du thermomètre, permettrait de reconnaître la vraie courbe barométrique dans 
la ligne élargie par la diffraction, et toutes les ondes atmosphériques seraient net- 
tement accusées, à cause de la grandeur de l'échelle. 

On pourrait également obtenir l'enregistrement à la surface du sol, en trans- 
mettant les indications à distance au moyen de l'électricité, par des dispositions 
analogues à celles des thermomètres télégraphiques de Wheatstone. Alors l'enre- 
gistrement se ferait par une pointe de crayon; mais cette disposition serait plus 
coûteuse que l'emploi de la photographie. 

a°. Un système de thermomètres donnant la vraie température de l'air. 

Il ne suffit pas, pour obtenir la vraie température de l'air, d'employer des 
thermomètres exacts, il faut encore se garantir, autant que possible, contre les 
effets d'insolation et de rayonnement qui altèrent les indications. Le mieux serait 
de calculer ces effets, pour les soustraire des indications thermométriques. L'un 
de mes adjoints, M. Liais, dont les connaissances météorologiques nous sont 
très-précieuses, a montré que l'observation de trois thermomètres à surfaces 
douées d'un pouvoir émissif différent fournissait tous les éléments de ce calcul. 
Il serait bon d'établir un tel système de thermomètres. Il suffirait, toutefois, de 
placer un thermomètre au milieu d'une série d'enveloppes minces, traversées par 
un courant d'air qui ne fût ni comprimé ni dilaté j pour obtenir la température 
avec une approximation suffisante. On produirait ce courant par le mouvement 
de deux hélices tournant ensemble, et placées l'une au-dessous, l'autre au-dessus 
des cylindres-enveloppes (*). 

Outre les dispositions à prendre pour mesurer, au moyen des thermomètres, 
la vraie température de l'air, il faudrait encore en obtenir des indications conti- 
nues. La photographie fournit ici d'excellents résultats, à cause de la facilité qu*on 
a de donner aux échelles thermométriques une longue course. Dans ce cas, si l'on 
n'employait qu'un seul tliermomètre, il faudrait quun courant d'air circulât 
constamment autour de lui ; sinon on devrait tracer l'une au-dessous de l'autre 
les indications de trois thermomètres à pouvoir émissif différent. 

Pour définir un climat, il faut à la connaissance de la température exacte de 



(*) Ceci a été écrit en novembre et imprimé en décembre i854. Quelle que soit la valeur du procédé , 
il est de notre devoir de constater cette circonstance, l'Observatoire étant loin d'avoir rien emprunté à 
une Note publiée plusieurs mois plus tard par un habile météorologiste. 
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l'air, ajouter celle de la radiation solaire, du rayonnement vers les espaces célestes, 
et de la température de la surface du sol; ce qui exigerait qu'on plaçât au soleil 
des thermomètres à maximà, au rayonnement de la nuit des thermomètres à 
minimâ, enfin qu'on établît au-dessous de la surface du sol et à plusieurs profon- 
deurs, jusqu'à la limite de la variation diurne (un mètre environ), des thermo- 
mètres qu'on observerait plusieurs fois par jour. On pourrait compléter ces 
recherches en enfonçant dans le sol, à diverses profondeurs et jusqu'au niveau 
des caves renfermant les thermomètres de Lavoisier et de Gay-Lussac, des sou- 
dures de fils de plusieurs métaux, dont les extrémités s'enrouleraient sur d«s 
galvanomètres. La variation des courants thermo-électriques produits par les sou- 
dures ferait connaître la variation des températures à diverses profondeurs. 

Il y aurait enfin un grand intérêt à établir un ballon captif donnant, de la même 
manière, le décroissement de la température dans les couches inférieures de l'at- 
mosphère. C'est ici le lieu de faire remarquer combien il serait désirable que les 
nombreuses ascensions aérostatiques qui se font journellement en Été pour les 
plaisirs du public, fussent utilisées au profit de la science. Ne pourrait-on pas 
exiger des aéronautes qu'ils emportassent certains instniments cachetés à indi- 
cations maxima et minima, indiquant à la fois et la plus grande hauteur et la plus 
basse température qu'ils ont rencontrée. Il ne manque pas d'hommes dévoués à 
la science qui consentiraient à faire partie de ces expéditions pour se livrer à des 
observations utiles à la fois à la météorologie et à l'astronomie. 

La discussion des observations du Soleil vient de nous conduire à l'établisse- 
ment d'un pyrhéliomètre. Il est indispensable d'achever l'organisation de ce genre 
de recherches. 

3^. Des hygromètres et des psychromètres. 

Les instruments destinés à la mesure de Thumidité de l'air laissent beaucoup à 
désirer. L'Observatoire de Paris devrait les essayer pour signaler aux observa- 
toires particuliers et aux voyageurs ceux qu'ils doivent employer de préférence. 
Il y aurait donc à se procurer un hygromètre condenseur de M. Regnault, que 
Ton observerait une fois par jour en même temps que le psychromètrc et Thy- 
gronaètre ancien de Saussure. De plus, il faudrait établir un thermomètre à sur- 
face liumide à côté du thermomètre ordinaire, et en faire ei-iregistrer les indications 
sur la même feuille et au moyen de la même lumière que pour le thermomètre 
sec. On aurait ainsi les variations de l'humidité durant toute la journée. 

Un instrument destiné à mesurer la quantité d'eau qui s'évapore chaque jour 
serait facile à établir et très-intéressant à observer au point de vue agricole «t 
scientifique. 

4^- Des plu^fiomètres. 

II est nécessaire d'améliorer les conditions des instruments actuels, et d'y ajoM- 

I. 9 
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ter des disposition^ faisant connaître la quantité de pluie qui tombe par chaque 
vent, la vitesse et la durée de la pluie et même l'heure des chutes. L'organisation 
de ces instruments serait peu dispendieuse, et est indispensable pour que l'Obser- 
vatoire puisse répondre aux nombreuses questions que lui adressent journelle- 
ment l'industrie, les municipalités et la justice elle-même. 

5^. De& anémomètres. 

Ces appareils devront enregistrer la direction et la vitesse du vent. 

6**. Des électwmètres. 

Il nous faut entre autres un électromètre à courant continu. Cet appareil 
consiste* en une tige métallique, mise en communication avec le sol au moyen d'un 
fil qui s'enroule sur un galvanomètre. Il pourrait, au moyen de la lumière des- 
tinée à éclairer l'appareil photographique des thermomètres ou des magnéto- 
mètres, être disposé de manière à fournir comme ces derniers instruments des 
indications continues. Il suffirait pour cela que l'aiguille portât un petit miroir 
concave. 

7^. Des magnétomètres à indications continues. 

La photographie est le seul moyeu qui puisse être employé pour ne pas per- 
turber les. indications de l'aiguille aimantée. Les instruments à établir sont au 
ïK>mbre de trois au moins : le magnétomètre d'intensité horizontale, le magnéto- 
mètre d'inclinaison et le magnétomètre de déclinaison. Greenwich possède un ma- 
gnétomètre d'intensité verticale qui remplace le magnétomètre d'inclinaison ; on 
sait que l'inclinaison peut se déduire de l'intensité horizontale et de l'intensité 
verticale. 

En se bornant à déterminer à l'Observatoire les variations de la déclinaison, 
de l'inclinaison et de l'intensité, et renonçant à y faire des déterminations absolues, 
on pourra s'affranchir de l'influence des masses de fer que renferment rétablisse- 
ment, les usines et les constructions qui l'environnent. Pour cela, il faudrait se 
placer au Sud de la terrasse, assez loin du bâtiment pour que les petites masses 
de fer que Ton y déplace, soient sans action sensible, celle des grandes masses 
seules se faisant sentir ..Les instruments seraient placés sous un cabinet en bois dans 
la construction duquel on n'aurait pas employé de fer. 

Des déterminations absolues de la déclinaison, de l'inclinaison et de l'intensité 
seraient faites sur divers points de Paris et de la banlieue, au moyen d'une collec- 
tion très-complète d'instruments portatifs que possède déjà l'Observatoire, en 
même temps que l'on noterait les indications des instruments fixes. De cette série 
on pourrait déduire les valeurs de l'inclinaison, de la déclinaison et de l'intensité 
qui auraient dû être notées à l'Observatoire, et les différences feraient connaître 
la direction et l'intensité de la résultante de toutes les forces perturbatrices pro- 
venant des masses de fer de l'Observatoire et de Paris, Par un compensateur, on 
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pourrait annuler cette résultante, et les observations de variation faites à TObser- 
vatoire deviendraient aussi précises que s'il n'y avait aucune masse de fer dans cet 
établissement. 

III. — Journal, météorologique. 

C'est la partie délicate de la météorologie. Les observations accidentelles ne 
peuvent être confiées à tout le monde et seront incomplètes tant qu'une personne 
n'en sera pas exclusivement chargée. Elles exigent une grande habitude, et la 
connaissance, non par théorie seulement, mais par expérience, de tous les phéno- 
mènes accidentels que l'atmosphère peut présenter. Il faut de plus savoir parfaite- 
ment ce qui a déjà été dit sur ces niétéores, les diverses théories proposées, les 
points^n litige, pour diriger les observations de manière à vérifier, à contrôler les 
faits avancés et à en découvrir de nouveaux. Les observations accidentelles ne 
peuvent donc être confiées qu'à un météorologiste déjà connu par des travaux 
dans cette science. 

Les instruments nécessaires pour ces observations sont : un instrument de ré- 
flexion (^sextant ou cercle), un théodolite, un polar iscope chromatique à double 
image, un polariscope Savart, un cyanomètre, une lunette à double image de Ro- 
chon, un chronomètre, un microscope et des loupes. L'Observatoire possède ces 
divers instruments, à l'exception du polariscope Savart. 

IV. — Relations de V Observatoire de Paris ai^ec les diverses stations météo- 
rologiques. 

Il faut ici distinguer les observations en trois classes : les observations météo- 
rologiques proprement dites et régulières, les observations magnétiques, les 
observations accidentelles. 

Pour la dernière classe, ce que je viens de dire des observations accidentelles à 
faire à Paris, montre qu'on ne doit en espérer, en province ou dans nos colonies, 
que des diverses personnes qui se sont adonnées par passion à l'étude de la mé- 
téorologie. L'Observatoire doit se mettre en relation avec elles, leur fournir des 
facilités pour la vérification de leurs instruments, les inviter à lui donner commu- 
nication de leurs résultats. 

Les observations magnétiques exigent des constructions spéciales, que les obser- 
vateurs particuliers ne peuvent réaliser en général. Aussi personne n'a-t-il entre- 
pris en France des travaux de ce genre. C'est donc au Gouvernement à s'occuper 
de rétablissement des observatoires magnétiques. Mais cette question, à l'excep- 
tion de ce qui concerne les observatoires astronomiques placés dans les attribu- 
tions du Ministère de l'Instruction publique, regarde aussi le Ministère de la 
Marine, qui y est intéressé d'une manière particulière, et qui possède dans l'état- 

9- 
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major de chaque port militaire et des colonies, un personnel instruit qui peut 
être chargé de ces observations. De plus, le Ministère de la Marine pourrait 
répartir les observatoires magnétiques dans nos diverses colonies, et faire choix 
de sept stations qui, jointes à l'Observatoire de Paris, suffiraient à définir l'état 
magnétique du globe terrestre à chaque instant. Ainsi, des observatoires magné- 
tiques établis à Alger, à Saint-Louis (Sénégal), à Saint-Pierre ou Miquelon, dans 
Tune de nos Antilles ou à Cayenne, à Taïti ou aux Marquises, à la Réunion, à 
Pondichéry, seraient parfaitement situés. Pour le magnétisme terrestre, il faut 
donc : i® organiser l'Observatoire de Paris; a° inviter le Ministère de la Marine 
à établir des observatoires magnétiques dans nos possessions d'outre-mer et dans 
nos ports militaires. 

Quant aux observations régulières, il faut, par de bonnes instructions, et en 
prêtant même au besoin quelques instruments vérifiés^ comme cela se pratique 
en Belgique, mettre les personnes qui chaque jour font offre de leur zèle, en me- 
sure d'effectuer des observations utiles à la science ; et favoriser ces recherches 
jusque dans nos possessions d'outre-mer. 

V. — Publication quotidienne des observations de Paris et des principales 
stations de France. 

Dix à douze stations suffiraient pour cette publication journalière, et ce serait 
pour l'Administration des Télégraphes un bien faible surcroît de travail. On pour- 
rait suivre ainsi, en temps utile, la propagation des variations atmosphériques en 
France. 

VI. — Publication annuelle de l'ensemble des observations. 

La publication quotidienne, évidemment restreinte, ne saurait suffire ; il faut 
d'ailleurs que, par une discussion approfondie de l'ensemble des observations, on 
mette en lumières les conséquences qu'on en peut déduire, et que les résultats 
de cette discussion scientifique soient placés sous les yeux du public. 

VII. — Discussion des observations antérieures. 

Malgré l'insuffisance de ces observations, il faudra tâcher d'en déduire un cer- 
tain nombre de données générales, telles que la température et l'humidité moyenne 
de chaque vent, dans chaque saison et dans chaque mois ; la fréquence relative 
des vents, la répartition des pluies, les moyennes annuelles thermométrique et 
barométrique, etc. 
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RECHERCHES 



ASTRONOMIQUES, 



Par U.-J. LE VERRIER. 



INTRODUCTION. 



J'ai réuni dans cette Introduction les principales formules relatives aux fonc- 
tions circulaires, aux développements des fonctions, aux méthodes d'interpolation, 
à la résolution des équations, et dont nous aurons à faire un fréquent emploi. 
I^s autres formules seront données ultérieurement dans les chapitres auxquels 
elles se rapportent plus spécialement. 

I. — Des fonctions circulaires. 

1. Les fonctions circulaires sont d'un usage continuel en astronomie. Elles 
sont introduites par la nature même des mouvements des astres, qui rendent 
indispensable l'emploi de ces fonctions dans les recherches théoriques et dans la 
discussion des observations. 

Nous adopterons la division de la circonférence du cercle en 36o degi'és; le 
degré sera divisé en 60 minutes, la minute en 60 secondes; les fractions de la 
seconde seront données en décimales. 

Il n'existe point de relations algébriques en termes finis entre un angle et ses 
sinus et cosinus, mais on peut développer ces dernières fonctions en séries, pro- 
cédant suivant les puissances de l'angle. Soit x un angle, exprimé par le rapport 
de l'arc qui lui sert de mesure, au rayon de cet arc; on a les séries 

a X Jt X X 

,\ I 1.2.3 1.2.3.4*5 1.2.3.4.5.6.7 "*' 

jt' x^ x^ 

1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 *"' 

la loi des termes est évidente. 

I. 10 
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Le plus petit des angles correspondant à un sinus ou à une tangente peut à 
son tour être représenté par les séries 

I sin* X î . 3 sin* x i . 3 . 5 sin' x 

, . 2 3 2.4 5 2.4.0 7 

tanff* X tanc* x tane' x 

X = taiig X 1— -\ 1 2 ^ 

'^ 3 5 7 

S. Comme on connaît à priori le sinus et la tangente de certains angles qui 
sont en rapport simple avec la demi-circonférence, on peut employer les for- 
tiiules (a) pour déterminer la valeur d'un de ces angles, et, par suite, en con- 
clure le rapport de la circonférence au diamètre. On trouve ainsi pour ce rap- 
port, que nous désignerons par tt (*), 

(3) 7r = 3,i4ï 592 65.. .., log7r = 0,497 ^499- 

En divisant la valeur de n par 648000, nombre des secondes comprises dans la 
demi-circonférence, on conclura la valeur de l'angle d'une seconde, pour la- 
([uelle on trouvera ainsi 

(4) logi"= 6,685 5749, comp. logi''= 5,3 1 4 4^5 1. 

Ce facteur servira à transformer en secondes sexagésimales un angle donné 
par le rapport de son arc au rayon, et réciproquement. Soit— ce rapport; sa va- 



leur en secondes sera — —7,. On l'écrit habituellement sous la forme — : — ;: en 

considérant que, dans les limites d'une exactitude toujours suffisante, on peut 
Confondre l'angle d'une seconde avec son sinus, ainsi qu'on le voit par la pre- 



{*) L'angle de 3o degrés a pour sinus -• Or la première des séries (2) est assez convergente pour 
t*ette valeur de sinx; elle le deviendra cependant davantage si Ton considère Tangle de i5 degrés 
ilont le sinus est égal à — -=, ( ^3 — i ) . 

2 V2 

L'angle de 45 degrés a pour tangente l'unité; la seconde des séries (2) n'est point assez conver- 
gente pour cette valeur de tang x. On pourrait l'employer au calcul de l'angle de i5 degrés dont la 
tangente est égale à (2 — sl%) , s'il n'était encore plus court de calculer les deux angles dont les tan- 
gentes sont respectivement égales à ^ età — 5-^ et d'en conclure le rapport iz qui est égal à 
16 fois le premier de ces angles diminué de 4 fois le second. Or on trouve, en suivant cette marche, 
angle (tang = gj =0,197 395560*5 angle (tang = -5- J =o,oo4 184076; d'où l'on déduit la 
valeur de tt. 
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mière des formules (i). On pourra même remplacer ces expressions par -7: — ;;> 

lorsque n sera assez petit pour qu'on ait sin rf =^ nsin i" dans les limites de la 
précision à laquelle on veut atteindre. 

Les formules (i) font connaître le sinus et le cosinus correspondant à un arc 
d'un nombre donné de secondes, et dont le rapport x au rayon sera déterminé 
comme il vient d'être dit. I^ sinus et le cosinus étant calculés, on en conclura la 
tangente en les divisant l'un par l'autre, en sorte que les formules (i) donneraient 
un moyen de construire les Tables trigonométriques. 

Nous ferons habituellement usage des Tables trigonométriques dans lesquelles 
on donne, à la place des fonctions elles-mêmes, leurs logarithmes exacts jusqu'à la 
septième décimale. Au moyen des différences des logarithmes consécutifs compris 
dans les Tables, on appréciera facilement avec quelle approximation un angle 
peut être représenté par des sinus, cosinus et tangentes. On reconnaîtra ainsi 
que le sinus ne peut servir à représenter un angle avec exactitude dans le voi- 
sinage de 90 degrés ou de 270 degrés, et que le cosinus est insuffisant dans le 
voisinage de o degré et de 180 degrés. La tangente peut servir, au contraire, avec 
avantage dans tous les cas, et son emploi comporte plus d'exactitude que celui 
du sinus ou du cosinus. A 45 degrés, point du premier quadrant où la tangente 
donne la plus faible précision, la différence tabulaire de ses logarithmes est de 
421 unités du septième ordre décimal pour une variation de 10 secondes dans 
l'arc; d'où l'on conclut qu'une erreur d'une unité dans le septième ordre du 
logarithme de la tangente correspond alors à une erreur de o",oa4 dans l'angle 
représenté. Une même erreur dans le logarithme du sinus ou du cosinus cor- 
respondrait à une erreur double, c'est-à-dire de 0^,048. Par tous ces motifs, on 
devra rechercher l'emploi des tangentes dans les solutions trigonométriques. 

3. Connaissant les sinus, cosinus et tangentes de deux angles a et A, on 
trouve ceux de la somme et de la différence des angles par les formules 

sin (fl dr fc) = sin a ces b ± cos a sin ft, 
jf-\ cos [a±b) =. cos a cos b zp sin a sin ft, 

^ ^ ' I qp tang a tang b 

Les signes supérieurs et inférieurs doivent êlrc pris simultanément dans les deux 
membres. Les deux premières formules s'obtiennent par la considération des pro- 
jections, et la troisième se déduit des deux premières en les divisant l'une par 
l'autre et membre à membre. 

En ajoutant et en retranchant successivement membre à membre les valeurs de 

10. 
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sin {a ■+- b) et sin [a — 6), puis celles de cos [a -+- b) et cos [a — i), on parvient 
aux nouvelles formules 

sin a cos b = - sin (a — ft) H — sin (a -f- />) , 

(6) rosacos b =~ cos (a — fe) H — cos (a -f- ft), 

sin a sin 6 = - cos (a — i) cos (a -f- i) . 

Ces formules nous seront dans la suite d*un grand secours pour le développement 
des fonctions sous une forme qui se prête aux intégrations. 

Si Ton y remplace [a -h b) par p et {a — b) par ç, ainsi que dans la valeur 
analogue de cos a sin b, on arrivera aux formules inverses 

. • • P -^ 9 p— n 

sm p -\- sm y = 2 sin cos 9 

p -^-q . P — q 
sin p — sm q = 1 cos sin •> 

h) 

. p-^q p — q 

cos p -4- cos ^ = 2 cos ' cos -•, 

cos p — cos <7 = — 2 sin ^ sin ^ • 

^ ^ 1 2 

On aura recours à ces expressions lorsqu'on voudra transformer une somme de 
sinus ou de cosinus en un produit, soit pour faciliter la discussion d'une formule 
analytique, soit pour rendre logarithmique un calcul numérique. La fonction 
sin h ± cos k rentrera dans Tune ou l'autre des formules précédentes en rem- 
plaçant sin // par cos (90^ — K) ou cos k par sin (90® — Âr). 

Si l'on veut transformer en produit la somme ou la différence de deux tan- 
gentes, on fera usage de la formule 

(8) tangad=tangè = !î^li^) 

qu'on obtient immédiatement en mettant à la place des tangentes les rapports des 
sinus aux cosinus. 

Cette formule (8) servira à la transformation de la somme /n -j^ w ou de la 
différence m — tï de deux nombres en un produit; puisque la tangente pou- 
vant passer par tous les états de grarrcleur, on peut toujours poser tang a = m et 
tang6 = 7^. 

Soit encore à transformer le binôme S sin y 4- C cos ç en une expression 
monôme. Posons, à cet effet, 

{9) S sin© -h C cos ç = A sin((p -|-a). 
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Si nous développons le second membre et si nous Tidentifions avec le premier, 
nous aurons, pour déterminer les deux inconnues A et a, les deux équations 

A sin a = C , 

M A C 

^ ' A cos a = 3. 

' La forme sous laquelle se présente ce système d'équations reviendra souvent. En 
les divisant membre à membre on aura la valeur de tang a. Or, parmi les deux 
valeurs de a qui correspondront à cette tangente on pourra choisir celle pour 
laquelle sin a et cos a auront respectivement les signes de C et de S. Par là, la 
valeur de A sera positive : elle devra être la même, soit qu'on la déduise de l'une 
ou de l'autre des équations (10), ce qui fournira une vérification de l'exactitude 
du calcul . 

La division des deux premières formules (7) et celle des deux dernières, 
membre à membre, conduisent aux deux relations 

tang '- 

smp — sin^ "2 

sin/?-f-sin<7 P-^Q 

(M) ^ ^ t*"6^ 

^tE:Z^Lî = _ tang ^^^ lang i^±±. 

COS/? -+- COS 5^ *^ 2 "2 

4. En faisant b = a dans les deux premières des formules (5), où l'on n'envi- 
sagera que les signes supérieurs, on obtiendra les valeurs de sin la et cos ^a. Les 
mêmes formules, en y faisant 6 = aa, donneraient ensuite sin 3a et cos 3a. 
Ainsi de suite, on obtiendrait les sinus et les cosinus des divers multiples entiers 
de a en fonctions des sinus et cosinus de l'angle simple. Mais on peut aussi 
trouver directement les expressions générales de sin ma et de cos ma. 

Désignons par e la base des logarithmes népériens. On peut représenter le sinus 
et Je cosinus d'un angle a par les formules symboliques 



sma = 



/ \ 2\/^ 



(e-^^-^ — e—^-O, 



cos a 



=:i(e«»^H-e-«*'-0- 



En développant, en effet, dans ces formules, e***^ et e""^-* en séries suivant les 
puissances de a, on retomberait sur les séries (i) données pour les développements 
du sinus et du cosinus. 

On déduit des formules précédentes, 

(i3) cos a ± V — I sin a = e-" ^^, 
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].e second membre de cette égalité prendra la même valeur, soit qu'on Télève à la 
puissance n, soit qu'on y remplace a par na; il en sera donc de même du pre- 
mier, et, partant, on doit avoir 

([4) cos na =t V — i sin na = (cos a dt ^ — i sin a)". 

Développant le second membre par la formule du binôme et identifiant de part et 
d'autre les parties réelles et les parties imaginaires, on arrivera aux formules 

, ^. „ /?(/?— i) „ • . , n{n — i) (/i— 2) (/I—3) „ . . . 

15) cosn«=cos"a cos" 'asm' a H ^ -^ — =— ^-^^ ^cos"~*a sin*û — 

1.2 1.2.3.4 

^ n-i • ^ i" — ('ï — 2) „ , . . 

sin na = ~ ros" * a sm a -~ cos""' a sin' a 

I 1.2.3 

n{n—i)(n — 2) (/i — 3) (« — 4) ..s • n 

H ^ ^-^—. '^\ i, ^ — cos"-» a sm» a — ... . 

I .2.3.4-5 

Si dans la valeur de cos na on remplace sin^ a, sin* a^ etc., par leurs valeurs en 
fonctions du cosinus, on tombera sur une expression algébrique et entière par 
rapport aux puissances de cos a. On voit de même que sin na sera égal à une fonc- 
lion entière de cos a multipliée par sin a, ou, dans le cas de n impair, à une 
fonction entière de sin a. En attribuant à n les valeurs successives 2, 3, 4? etc., on 
obtiendra 

cos 2 a = 2 cos* a — i , 

cos 3 a = 4 cos' a — 3 cos a , 

cos 4 û = 8 cos* a — 8 cos* a 4- i , 

cos 5 a =^ 16 cos* a — 20 cos* a H- 5 cos a, 



(.6) 



sin 2a == sin a ( 2 cos a), 

sin 3 a = sin a ( 4 cos* a — i) , 

sin 4 « = sin a ( 8 cos* a — 4 cos a) , 

sin Sa = sin a (16 cos* a — 12 cos* a -{- i), 



La loi de ces expressions est facile à obtenir. Si dans la première et la troisième 
des formules (7) on pose p = [n+ 2)a et q = na, ces formules deviendront 

sin (n -\- 2) a — 2 cos a. sin [n-}- i) a H- sin na = o, 
(17) 

cos [n -{- 2) a — 2 cosia.cos (/i -f- 1) a H- cos na = o-^ 

d'où l'on voit que la suite des sinus et la suite des cosinus des divers multiples de n 
lorment deux séries récurrentes dans chacune desquelles un terme se forme en 
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multipliant le terme précédent par 2 cos a et retranchant de ce produit le terme 
antépénultième. 

Considérons une fonction trigonométrique de l'angle x et de ses multiples, 
savoir : 

(18) F(a:) = Co-f-Mj sin («i -f- x) -f- M, sin (aj-h 2x) -f- . . . -hM„ sin (a„-f- nx). 

Si Ton développe les différents sinus qu'elle renferme, elle prendra la forme 

F (a:) = Co-f-Ci cosar-f-Cj cos ax-f-. . .-hC„cos /lor, 
-f- Si sin X H- Sj sin 2 a: -H . . . -|- S„ sin nx , 

expression qu on ramènerait inversement à la première au moyen de la trans- 
formation (9). 

On pourra faciliter la discussion de cette fonction en y remplaçant les sinus et 
les cosinus des multiples de x par leurs valeurs (16) . Elle prendra ainsi la forme 

(20) F(j:) = Q„-hQ„.,sinx, 

Q» et Q„_| étant des fonctions entières des degrés neln — i par rapport à cos x : 
en sorte qu'on n'aura plus à considérer qu'une fonction algébrique et entière paç 
rapport à deux variables cos x et sin x^ dont la dernière n'entrera qu'au premier 
degré. Le résultat se simplifierait d'ailleurs si F {x) ne renfermait, sous la forme (19), 
que des sinus ou des cosinus; alors l'une des deux quantités Q„ ou Q„_, serait 
nulle, et l'on n'aurait plus à discuter qu'une fonction d'une seule variable. 

On peut encore, dans le cas général, ramener F (x) à une fonction algébrique 
d'une seule variable. Posons 

(ai) tang^=^; . 

nous en déduirons 

2Z 



sm X = • 



I -Hz» 

* ^ I — z» 

cos X = ■ 



I -+-«* 



expressions qui, étant portées dans l'équation (20) donneront pour F(jc), après 
la réduction de tous les termes au même dénominateur, une expression de la 
forme \ 



(a3) F(x) = - 



(I •+-«')• 



en sorte que le numérateur sera du degré 271. On n'aura généralement que lui à 
discuter, le dénominateur ne pouvant être nul. 
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5. Formons maintenant les puissances entières de cos a et de sin a en fonctions 
des sinus et des cosinus des multiples de Fangle a. Cette transformation, inverse 
de la précédente, ne nous sera pas moins utile. 

Si dans la seconde des formules (6) nous faisons 6 = fl, elle nous donnera im- 
médiatement 1 cos* a = cos a a -h I . Multiplions les deux membres de cette relation 
par 1 cos a et transformons, dans le second membre de Tégalité résultante, les pro- 
duits des sinus et cosinus en sommes, nous obtiendrons 4 cos* a=cos 3a 4- 3cos a. 
Ainsi de suite, on arrivera successivement aux formules 

2 cos' a == cos ia -\- i , 

2' cos^ a = cos 3 a -f- 3 cos a , 

2^ cos* a = cos 4^+4 cos 2 a -h 3 , 

2* cos* a = cos 5 a -h 5 cos 3a 4- 10 cos a, 

2'*cos^a = cos 6a -f- 6 cos 4a -f- 1 5 cos 2 a -f- 10, 

2^ cos'' a = cos 7a -f- 7 cos 5a 4- 21 cos 3a -f- 35 cos a, 

2*^ cos® a = cos 8a 4- 8cos 6a 4- 28 cos 4a 4- 56 cos 2a 4- 35, 

2*cos®a = cos 9a4- 9 cos 7a 4- 36 cos 5 a 4- 84 cos 3 a 4- 126 cos a, 

2®cos*^a = cosioa 4- 10 cos 8a 4- 45 cos 6a 4-120 cos 4a 4-2 10 cos 2 a 4- 126, 



On voit facilement que lorsqu'on multiplie l'un de ces seconds membres par 
1 cos a pour former le suivant, le coefficient d'un terme de la nouvelle ligne doit 
être égal à la somme des coefficients du terme qui est placé au-dessus de lui dans 
la ligne supérieure et du terme qui précède ce dernier dans cette même ligne. Il 
faut seulement excepter le cas où le dernier terme de la ligne supérieure est indé- 
])endant de a\ on doit doubler ce terme avant de l'ajouter au coefficient du terme 
précédent pour en déduire le coefficient de cosa dans la ligne suivante. Or, comme 
cette loi de déduction est identique avec celle par laquelle on forme les coefficients 
des puissances successives d'un binôme, il en résulte que les coefficients du déve- 
loppement de a""* cos" a ne sont autres que les coefficients du développement 
de la première moitié de la puissance ti'^* du binôme, en ayant soin de prendre 
la moitié seulement du coefficient du terme milieu qui existe quand n est un 
nombre pair. On a donc, avec cette restriction, la formule générale 

(25) 2"~*cos'*a=: COS na4 — cos {n — 2) a 4 cos (/i — 4) ^ 4-. . .. 

I^ développement de sin" a se déduit immédiatement du précédent par la sub- 



Digitized by 



Google 



FONCTIONS CIRCULAIRES. 



stitution de - — a à la plaiçe de a, et en remarquant qu'on a 



2 



cos 



cos4p f- — a\ = cos 4pa^ cos (4p -Hi) ( - — « ] = sin (4p -f-i)a, 
(4p-f-2) f- — a)= — cos(4p-f-2)a, œs(4p-f-3) (^ — «) = — sin(4p-h 3)^, 



(.6) 



on trouvera ainsi : 

2 sin' a = — cos aa-f- i, 

2'sin'a=: — sin 3a-f- 3sinâ, 

2' sin* a == -h cos 4^ — 4 cos 2a -f- 3, 

2* sin' a = H- sin 5a — 5 sin 3a -h 10 sin a, 

2' sin* a = — cos 6a -h 6cos4û — 1 5 cos 2a -j- 10, 

2* sin'' a = — sin 7a -f- 7 sin 5a — 21 sin 3a -f- 35 sin a, 

2^ sin* a = -f- cos 8a — 8 cos 6a -f- 28 cos 4a — 56 cos 2a -f- 35 , 

2' sin* a = -f- sin ga — 9 sin 7a -f- 36 sin 5a — 84 sin 3 a -f- 1 26 sin a , 

2'sin**a = — cosioa-hiocos 8a — 45 cos 6a -f- 120 cos 4a — 210 cos 204-126. 



Si Ton considère enfin la formule générale (aS) et qu'on lui fasse subir les 
mêmes transformations, on obtiendra : 
1**. Si /2 est un nombre pair, 

( 27) db 2"~* sin" a = cos na cos (n — 2) a H ■ cos (/i — 4) « — • • • •• 

le signe -h ou le signe — devant être pris dans le premier membre, selon que n 
sera de la forme 4/> ou 4 /> -H î^- On s'arrêtera dans la formation du second membre 
quand on trouvera un arc nul, et l'on prendra la moitié du dernier terme. 
2^. Si n est un nombre impair, 

(28) ± 2''""*sin"a = sin na sin [n — 2) a H ^ i^sm [n — 4) « — • • •? 

le signe -h du premier membre convenant au cas où n est de la forme ^p-h i^ et 
le signe — au cas où n est de la forme 4p H- 3- 

6. Lorsqu'on divise la circonférence en m parties égales, les lignes trigonomé- 
triques des arcs qui aboutissent aux points de division jouissent de propriétés qui 
nous seront utiles, et que nous allons exposer. 

I. II 
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Soil Téquation binôme 

ses racines sont données par la formule 

(Ào) X = cosp H V — I sm» — ? 

dans latjneUe on suppose que p prenne successivement toutes les valeui-s entières 
tti positives depuis o jusqu'à /n — i. 

I.a somme des puissances semblables et de degré i des racines de l'équation (29) 
«levant être égale à m lorsque / est un multiple de m et à zéro dans tous les 
autres cas, on en conclut, en désignant par le signe ^ ^^^ somme prise par 
I apport aux valeurs entières et positives de p : 

*^w^i / '2 in , . 2/7r\ ( 'w, z étant un multiple de m , 

> cos p h V— I sm p = { , . . , 

^^o \ fn ^ / { o^ i n étant pas un multiple de m , 

nii bien, en égalant séparément à zéro la partie réelle et la partie imaginaii^e, 

TO_, 2,-^ t m, î étant un multiple de m, 

> cos p = { 

I 3,\ ^^o m ( o , i n'étant pas un multiple de m, 

2"» — « . 2/7r , . . 

smp = o , quel que soit i. 



■o 



Supposons, dans la première de ces formules, m pair et égal à 2/z; elle 
deviï^iulra 

/> Lin, i étant un multiple de aw, 



n ( o , in étant pas un multiple de un, 



lit 



ou bien, en observant que cosp— prend la même valeur pour p = q et pour 

p — ^ri — q, 

!n , i étant un multiple de 2 a/ , 

o, i étant pair et non multiple de 2n, 

I , i étant impair. 

On peut ne prendre la somme ^ qu'à partir de /? = i, pourvu qu'on retranche r 
du second membre (*). 

i ') Oti trouvera plus loin (art. 7) une démonstration exclusivement trigonométrique de ces nirmes 
i'*i| nations. 



O 



Digitized by 



Google 



, FONCTIONS CIRCULAIRES. 83 

Considérons les diverses suites de termes 

liir 2 in :tiit 

I, COS 9 COS 2 >"M cos p 9 

m m 'm 

2i'7r 2/'7r 2/'7r 

I , COS » COS 2 V • ? COS p ; 

m m '^ m 

lire . 2/7r . lit: 
sin 5 siii 2 5 • • • ) sm p î 

2/'7r . 2/'7r . 2/'7r 

sin 9 sin 2 > • • • > sm p 

w m '^ m 

On obtient, en les multipliant deux à deux et terme à terme : 

ycyP . 2/'7r 2 iV 1 \n /> . 2(/' — /'Itt I v^> . 2(i"-f-/)7r 

> Sin p COS p = - > sin p — ^ 1 — > sin p -> 

^■rf o 'w '^ /w 2 ^tà o ' m 2 .^^ /w 

^o \ V^'' ^'''^ ^"^ I V"/» 2(/' — /JTT , I V^A' 2(/' + /)7r 
( 32 ) > COS p COS p == - > COS p 1 > COS p î 

^ J ^Êào ^ m ^/?i 2.^^o '^ m 2^^o /w 

mnA' . 2/'7r . 2/îr I w-! A' 2(1' — /) tt I^n/» 2(/' + /)tr 

> sm p siii p = - > COS p — ^^ >^ COS p 

Quels que soient V et 1, le second membre de la première de ces équations est 
toujours nul en vertu de la seconde des relations (3i), si Ton prend les sommes 
depuis p = o jusqu'à p = m — i. On aura donc, dans tous les cas, 

,^,^ V^*"-' . 2i'îr 2fTr 

iôô) > sinp COS p = o, 

^ ' ^aio '^- m ^ m 

Si l'on suppose dans cette formule que m devienne infiniment grand, et pai* 

conséquent l'angle — infiniment petit, les valeurs successives de p — seront les 

valeurs infiniment voisines d'un angle x commençant à zéro et s'étendant jusqu'à 
271. On tombera, par cette considération, sur l'intégrale définie 

X27r 
sin i'x COS zx rfjc = o. 

Cette formule, qu'on peut démontrer directement en changeant en sommes le 

produit des sinus et cosinus qui se trouvent sous le signe / , est vraie, quels que 

soient i et i\ 

Distinguons deux cas dans la seconde et la troisième des égalités (Sa), selon 
que l' est différent de 1, ou qu'il lui est égal. 

1 1. 
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Si /' est différent de /, et de plus, si (^'-H et (î'— /) ne sont pas des multi- 
ples de r«, condition qui se trouvera réalisée dans les applications où nous trou- 
verons î'-h / inférieur à //z, les seconds membres des égalités (3a) seront nuls, en 
vertu de la première des équations (3i), si Ton prend les sommes depuis p = o 
jusqu'à p=: fn —j^ et ainsi on aura les deux formules 



cos V cos p 

.,., o ' m '^ m 

> sin p sin p 



: O. 



En ^supposant, comme ci-dessus, m infini, on sera conduit aux deux intégrales 
tléfinies 

X27r 
COS i^x cos ix dx = o , 

/»2Tr 

'x sin ix dx = o ; 



X2Tr 
sin l'j 



t^xpressions qui supposent également que i' est différent de /. 

Si i* =^i^ les seconds termes des seconds membres de la seconde et de la troi- 
sième des équations (Sa) seront encore nuls; les premiers termes se réduiront 

à - m^ et ainsi Ton aura 



2 

nf\Q* n — m ci-r»» -n . 



l^s intï'*grales (36) se réduiront en même temps à 

I cos' ix dx =: j sin' ix dx=^7:. 
o «/o 

l?^ous venons de considérer la division de la circonférence en m parties égales. 
Nous pouvons aussi avoir égard à la division de la demi-circonférence. Rempla- 
cions à cet effet, dans les formules (35), m par 2/z; elles deviendront 

COS p COS p — = o , 

o ^ n '^ n 

22n — i , l'^r . in 

sm p — sm p — = O. 
o ' n ' n 

» 
On |»eiit n'étendre les sommations que depuis p = o jusqu'à p = w — i dans la 
seconde de ces formules. On peut en agir de même dans la première, lorsque i 
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et V sont tous deux pairs ou tous deux impairs ; mais si /' et / sont Tun pair, l'autre 
impair, on ne doit étendre les sommations que depuis p = i jusqu'à /? = n — i . On 
aura donc, dans tous les cas, pour la division de la demi-circonférence en n parties 
égales, /' étant différent de / , 

(39) 2,^, s"^ P — ^^^P~„~ = ''^ 

et, selon que (/' -h /) sera pair ou impair, 

V^n-i /v ,> |o, (''-+-0 étant pair, 

(3q) ' > cosp — cos p — = < \ , \ 

^ ' -^o ^ ^ n II, (i'-f- i) étant impair. 

Les formules (36) deviendront en même temps, 

( 40) I cos Vx cos ix dx = o^ j sin i'x sin ix dx = o. 
Jo Jo 

Si Ton a i' = /, on trouvera pareillement, à la place des formules (37) et (38), 

cos' p — = > sm' p =: -ï 



/ COS* ix dx=- I sin' ix dx = -' 
Jo Jo 2 

Toutes ces formules nous seront d'un grand usage dans la suite. 

7. Proposons-nous maintenant de former la somme des sinus d'une suite 
d'angles en progression arithmétique, savoir : 

sin a -h sin (a -H a:) -h sin [a -h 2x) -h ... -h sin (a -h mx). 

La dernière des formules (7) donne successivement 

cos ( a I — cos la-\ — j = 2 sin - sin a , 

cos (a -h-) — cos (an j = a sin -sin (a-f-x), 

/ 2OT— 3 \ / . 2m — I \ . j: . r . / \ t 

cos la H x\ — coslaH x) = 2sm-sm[a-f- (m — i) x], 

(2IW--.I \ / 2WH-I \ . X . f . 

a-\ a: J — coslaH x) = 2sm-sin (a-f- mx)] 
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natations qui, étant ajoutées membre à membre, conduiront à la formule suivante 

flatis laquelle les sommes se rapportent aux valeurs entières de m : 

( x\ / 2/lH-I \ 

cos [a 1 — cos ( a H x 

> sm [a -f- mx) = ^ ^ -^ 



m . im 



X 

2sin - 

2 



i)j: . / mx \ 
ou bien > sin (a -f- mx) = 



. X 

sm- 
2 



La somme sera toujours plus petite que 



X 

sm - 

2 



On trouverait par une marche analogue, ou bien en remplaçant dans la formule 
;ictu( lie a par 90*^-+- a, 

. ( x\ . / 2/W4-I \ 
sm I a I — sm I a H x 

> cos(aH-ma:) = ^ ^ 



. X 

2 sm - 

sm ^ —■ cos 

2 



(mx\ 
ou JJicii r^ LUS ^a -t- m»; = 



X 

sm - 
2 



£n remplaçant dans la formule (26) a par a + mo:, et attribuant à m toutes 
les Videurs entières à partir de o, on trouvera, en vertu de la seconde des for- 
mules (43), 



(mx \ 
a-^ 
2 / 
^ i u» yu -r- inju) ^ 



{m-hi)fx 
sm ^ ■ — cos t 

1 ' ^ 



IX 

sm — 
2 

(/?/ 4- i) (1 — 2)0: 

. sm ^ — — cos 

i 2 






(44) • siniill^ 

2 

. (m-f-i)(i — ^)x .1 mx\ 
, sm^ ^-^ -^— cosi/— 4 a H ) 

1(1—1) 2 \ -t/ y 2 y 



1.2 . (1 — ^)x 
sm -î — 
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Le second membre se composera d'un nombre limité de termes comme le second 
membre de la formule (aS), et Ton prendra comme dans cette formule, lorsque i 
sera pair, la moitié du terme indépendant de x. En remplaçant d'ailleurs a par 

90^-1- fl, on arrivera à la valeur dessin* {a -f- mjc); mais nous ne nous arrête- 
rons pas à cette transformation dans laquelle on devrait, à cause des signes, distin- 
guer le cas où i est un nombre pair de celui où / est un nombre impair. 

Remarquons encore qu'en prenant les sommes précédentes depuis m = o 
jusqu'à m = {p — i), et ensuite depuis m = o jusqu'à m = q et retranchant les 
deux résultats l'un de l'autre, on aura les sommes des mêmes quantités étendues 
depuis la valeur p jusqu'à la valeur q de la variable m. On obtiendra ainsi 

sm 1^ ^ '- X sni[a-\- x 

> sm (a-f- /na:) = ^ -•, 

' sm - 

(45) "" • 

sm li ^ '- x cos { a + ^— L_l X 1 

' > cos \a -I- mx) = ^ , 

^^p X 

^ sin - 

formules qui renferment comme cas particulier les formules (4a) et (43). 
Si dans ces formules (42) et (43) on fait « = o, on obtiendra 

. (w H-i) j? . mx 
sin ^ — sm — 

> sm mx = 5 

sm - 

(46) 

{.m H-i) J? mx 
sm -i — cos — 

2 m 22 
cosma:= — -> 
. X 
sm - 
2 

expressions qui deviendront nulles quand on fera x = — —y ainsi que cela devait 
être en vertu des relations (3i). 

8. Notons, avant de quitter ce sujet, les deux formules 

. . sin fl sin [b — c) H- sin b sin (c — a) H- sin c sin (a — i) = o , 

cos a sin (b — c) -h cos b sin (c — a) 4- cos c sin (a — b) =0. 



I 
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Ces formules, qui deviennent identiques par le simple développement de sin (ô— c), 

sin {c — a) et sin {a — b), sont quelquefois utiles dans les réductions. 

IL — Des triangles. rectiUgnes. 

9. Soient a, 6, c les côtés d'un triangle rectiligne, opposés aux angles respec- 
tifs A, Bi C. On a, entre ces six quantités, les relations 

a' = i' -f- c' — 2 ic cos A , 
(ï) b^ z=c* -\- a* — 2ca cos B, 



Ces i^làtions comprennent implicitement toutes les formules applicables aux 
triangles rectilignes. 

Si on les ajoute membre à membre et si Ton opère les réductions convenables, 
on [wni les présenter sous la forme 

cos A — cos c = o , 

a a 

iu\ cos A — cos B = o , 

I ' cos C cos B = o. 

a a 

Os formules sont du reste données immédiatement par la théorie des projections. 
On voit que trois des six quantités comprises dans ces formules étant données, 
dont au moins un côté, on pourra déterminer les trois autres. Si Ton donne les 
trois angles, les rapports des côtés seront seuls déterminés; en calculant ces rap- 
ports p;n' les deux premières équations et les substituant dans la troisième, on 
;UlrH une équation de condition. On trouvera, en effectuant ce calcul, 



b _ 


cos 


C-l- 


cos A cos 


B 


a 




I — 


cos' A 


— ? 


c 


cos 


B^- 


cos A cos 


C 


a 




I — 


•cos' A 


1 


r— 


cos 


»A- 


-cos«B 


— 



(3) 

a I — cos' A 

cos* C — 2 cos A cos B cos C = o. 

Bésolvons la dernière équation par rapport à cos A à la manière des équations 
ilu set'oud degré; nous en tirerons, après toutes les réductions, 

cos A = — cos (B ±: C) , 
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ou bien, en considérant tous les arcs qui correspondent à cette équation, 

A=(2w-hi)7r4z(B±:C). 

Si parmi ces solutions nous nous bornons à celles qu'on obtient en faisant n = o, 
elles pourront être ramenées à deux formes distinctes, savoir A-f-B-i-C = 7ret 
A -f- B — C = 7r, dont la première convient seule aux triangles. Au moyen de cette 

b c 
relation, les valeurs de -et- se réduiront aux rapports des sinus des angles 

opposés, ce qui fournit les relations 

. . sin A sin B sin C 

Outre la dernière des relations (3), que nous avons obtenue entre les cosinus 
de trois angles dont la somme est égale à deux angles droits, on a entre les tan- 
gentes de ces angles la relation 

(5 ) tang A -f- tang B -f- tang C = tang A tang B tang C. 

Cette dernière équation est vraie toutes les fois que la somme des angles est égale 
à a« -• Lorsque la somme des angles est égale à (a/i -f- 1) -^ on a la relation 

(6) cot A H- cot B -f- cot C = cet A cot B cet C. 

10. Étant donnés les trois côtés d'un triangle rectiligne, on déduit des for- 
mules (1), pour la détermination de l'un des angles A, l'une des trois formules 
suivantes, calculables par logarithmes : 



t=v/' 



bc 



w "'4=^^^' 



=/ 



,.„g A _ . At-liit-J 



où nous avons posé 



p[p-a) 
a-irb-\-c 



la dernière des formules, celle qui donne tang -5 sera en général préférable, par 



A 
— 5 
2 

les motifs donnés plus haut. 
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Mais si Ton a besoin des trois angles et que les sinus soient suffisants pour les 
déterminer, on pourra adopter un autre mode de solution. Formons, au moyen 

des deux premières formules (7), la valeur de sin A = a sin - A cos - A, et consi- 

ilérons les valeurs correspondantes de sin B et sin C. Si Ton commence par 
calculer le logarithme de 



Slp(p-.a){p-b){p-c) 

IV = 2 ; 9 

abc 

m\ îiura ensuite sin A, sin B et sin C par les formules très-simples 

siii A = aR, 
(8) sinB==iR, 

sin C = cR. 

1 1 , Arrétons-nous spécialement au cas où Ton donne deux côtés a, b et l'angle 
compris C; il a une grande importance, attendu que c'est à ce cas que se ramène 
le calcul du passage du lieu héliocentrique d'un astre au lieu géocentrique, ainsi 
([ue nous le verrons plus tard. Proposons-nous de trouver l'angle A et le côté c. 
l>PHx solutions sont à remarquer. 

Première solution. — On déduit des relations (A), ^- — , ~ . ^ = - — r? ou bien, 

^ '' sm A -h sm R a-\-b 

KU remplaçant le premier membre par sa valeur tirée de la première des for- 

nulles (u), art. 5, 

, , A — B a — b A4-B 

Ou a, d'autre part, 

Ceîâ dtMix équations feront connaître 5 5 par suite A; après quoi Ton cal- 
culera c par la formule c := a V--- 

' sin A 

Si a ei b sont donnés tous les deux par leurs logarithmes, le calcul de la 
Fraction 7 pourra être abrégé en posant tang © = ^<» d*où l'on déduira 

— — V == lang ( (p — 45° ) ; et ainsi l'ensemble des formules à employer de- 



Digitized by 



Google 



viendra 



TRIANGLES RECTILIGNRS. 

a 
lang ? = T' 

A4-B ^ C 

A — B ^ , ,^^, A-hB 



9' 



(i tang — -— = tang (9 — 45°) tang 



4 A-hB A — B 



2 2 



smC ,^. 
smA ^ ' 

Deuxième solution, — En projetant les côtés c ei a sur une perpendiculaire au 
côté b et ensuite sur ce côté lui-même, on obtient les deux formules 

c sin A =^ a siii C , 
(12) 

c cos A = è — a cos C , 

qui résultaient aussi des formules (4) et (a), et dont l'ensemble constitue la solu- 
tion la plus simple (**) ; surtout si a étant connu par son logarithme comme cela 



(*) Appliquons cette solurion aux données suivantes : log a = o ,428 7691 ; log è = o ,000 8764 ; 
C = 78» 28' 7% 62: 

log tang «p = o ,427 8827 «p = 69°3i' 36",59 T log sin C = i ,991 i445 T 

log tang (^y- 45») =7,659 2428 T ^ = 39.14. 3,8i log sin A = 1,9932997 T 

logtang^ = o,o88ooi2 T A^ _ 5^.45.56,, 9 log J^J = 7,997 8448 

A — B - A — B loge = 0,4266039 

iogtang — -— = 1,747 2440 = 29.11.44,751 



A =79-57. 40 M 

On peut voir qu'il a fallu employer onze nombres intermédiaires pour arriver aux valeurs A et 
loge des deux inconnues; six nombres marqués de la lettre T ont été pris dans les Tables trigono- 
niétriques. 

( *) Appliquons les équations (12) aux mêmes données employées dans la première solution, savoir : 
Jog/7=o,428 7591, b = 1 ,002 020, C = 78'»28'7",62, b étant donné directement en nombre : 

logsinC= 1,991 1445 T logesin A = 0,4199036 

logcosC = 7,3008167 T logecosA = 7,6679313 L 

logûcosC= 1 ,7295758 tangA = o,75i 9723 

fl cos C = o ,536 507 5 L sin A =^ i ,993 2997 T 

b — acosC = o,465 5i2 5 log e = o ,4^6 6039 

A = 79"57'4o",95 T. 

Comparons cette solution à la précédente. On n'a eu à écrire que /îCtt/" nombres intermédiaires au 

/ 11. 



Digitized by 



Google 



92 RECHERCHES ASTRONOMIQUES. — INTRODUCTION, 

résulte de la solution du problème astronomique qu'on a en vue, la distance h 
de la Terre au Soleil est donnée directement en nombre, condition dont on est 
maître de disposer dans la construction des Tables. 
Les équations (12) donnent 

i3) taiiffA = 7 -' 

^ ' ^ b — acosC 

Supposons b>a; le dénominateur ne pourra jamais être nul, et, par consé- 
quent, A n'atteindra point un angle droit. Dans ce cas, qui est celui des planètes 
inférieures, on peut développer A en une série convergente, procédant suivant les 

puissances de la fraction t- Pour obtenir cette série, remplaçons tang A, sin C et 

eos C par leurs valeurs en exponentielles, et dégageons la valeur de e^ ; nous 
trouverons ainsi : 



e 






t't, en prenant les logarithmes népériens des deux membres : 

2Av^=ï=log(,_^e--CV=î\_log(i_^e-^CvCl7\. 

Développons les logarithmes qui entrent dans le second membre, au moyen de la 
série log (i — a:) = — . -5- — — Si nous rapprochons les termes dépen- 
dants des mêmes puissances de y nous trouverons, en vertu de la première des 
formules (12), art. 4, 

- l-Y l-X 

(i4) A = -: — ;7smC-h4— ^sm2C-f--^-V, sm3C-f- 

^ ' sm r sm 2 sm 3 



lit^u de onze, pour arriver aux inconnues. Dans Tune et l'autre solution, six nombres sont empruntés 
aux Tables \ mais, tandis que dans la première ces six nombres dépendent des Tables trigonométriques 
f^i de six angles différents, dans la solution actuelle les deux nombres marqués de la lettre L dépendent 
i\v. la Table des logarithmes des nombres, laquelle est d'un emploi plus aisé que les Tables des logarithmes 
dt'S fonctions trigonométriques. Les quatre nombres marqués de la lettre T ne dépendent que des 
angles C et A, dont on a le log. sinus et le log. cosinus qu'on peut vérifier immédiatement parle moyen 
du log. tangente. Enfin , ainsi que dans toutes les solutions tirées de la considération directe des pro- 
jt^ctions, le jeu des signes algébriques suffira, comme on le verra plus tard, pour définir d'une manière 
ijctte la situation de l'astre considéré , par rapport à la Terre 
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Cette série pourrait être utile si Ton voulait former des Tables qui représentas- 
sent immédiatement les mouvements géocentriques des planètes inférieures; mais 
l'emploi de ces Tables serait généralement aussi long que l'ensemble des calculs 
du lieu du Soleil, du lieu héliocentrique de la planète et du passage du lieu 
héliocen trique au lieu géocentrique. Cette même série offrirait quelques avan- 
tages, surtout pour la facilité des discussions, à l'égard d'astres qui se trouveraient 
très-près du Soleil, comme certaines comètes lors de leur passage au périhélie. 

Soit maintenant b<a^ ce qui a lieu lorsque l'on considère les planètes 
supérieures, et la perturbation lunaire du mouvement apparent du Soleil. On a 
180*^ — A = C -t- B; et l'angle B étant donné par la formule (i4)? en y rem- 
plaçant [^\ par (- j? on en conclut 

(i5) i8o«-A=C+^sinC-h4%sin2CH-4^,sin3C-f-.... 

^ ' sini" sin2" sin3" 

On peut également, dans l'un et l'autre cas, développer en série l'expression du 
logarithme du côté c. La valeur du carré de c, savoir : 

c' = a' -f- i' — 2 «i cos C , 

peut être mise sous la forme remarquable 

d'où l'on déduit, en prenant de part et d'autre les logarithmes népériens, 

a loge = 2 logé -+- log f I— ^ e^' ^~* j -f- log ( i— re"^ V^^ j • 

Développant 'et réduisant comme ci-dessus, on trouvera 

(16) loge = log è — ( - cos C H -r; cos aC H- 5-7^ cos 3 C -f- . . . ) • 

On passera d'ailleurs des logarithmes népériens aux logarithmes ordinaires, en 
multipliant la quantité entre parenthèses par le module o,434 ^94 43- 

La série (16) exige que b soit plus grand que rt; s'il était plus petit, on chan- 
gerait b en Uy et réciproquement, et l'on aurait 

(b b^ b^ \ 

- cos C H ^ cos 2 C -f- ^— ^ cos 3 C H- . . . j • 

Supposons, actuellement, que les côtés a, b et l'angle compris C varient de très- 
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petites quantités ùa^ âh et âC^ et proposons-nous de former les variations cor- 
respondantes (Je et cî'A de c et A. 
Posons 

(i8) asinC = P, è — acosC = Q; 

\e^ équations (la) deviennent ainsi : 

c sin A = P, c cos A = Q ; 

et, en attribuant à P et à Q de petits accroissements cî'P et (JQ, les accroissements 
correspondants de c et A sont donnés par les formules 

âc =siii A.tîP^-cosA.cîQ, 
''^ c(ÎA = cosA.o'P — sinA.(îQ5 

rijiiis U*s équations (i8) donnent 

âP = s'inC . d a -{- a cos C. âC, 
dQ= âh — cosC.âa -h a sin C.(îC, 

valeins dont la substitution dans les équations (19) fournit, après les réductions 
convenables, et en supposant que cî'C et cî'A soient exprimés en secondes de degré, 

ôc = ros A,db -h. cos B. 5a -h a sin B sin i''.5C, 
('^o) >. sinA ^, sin B ^ acosB ^^ 



c sm I 



III. — Des triangles sphériques. 

12. t)ésignons par A, B, C les trois angles d'un triangle sphérique, et para, é, c 
les cotés respectivement opposés. On a entre ces six quantités les relations fon- 
rlamen taies suivantes, dont chacune comprend un angle et trois côtés : 

cos a = cos b cos c -f- sin b sin c cos A (* ) , 
( [ } cos b = cos c cos a -h sin c sin a cos B , 

cos c = cos a cos b -f- sin a sin b cos C. 



I*) La Ini mule cos fl = cos ^ cos c + sin ^ sine cos A renferme, comme cas particulier, la formule 
riïfiiianirnïalr de la trigonométrie rectiligne. Pour en déduire cette dernière, supposons que a, b, c, 
au lieu iln irprésenter de simples rapports, soient les longueurs mêmes des arcs tracés à la surface de^ 

td Mih<in* ik ravon ri il faudra, dans la formule actuelle, remplacer a, b et c par -9 - et -, en sorte 
I . I ^ r r r 
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Si Ton déduit de la première de ces formules la valeur de -r^-^-' ^" obtient 

sin' A I — cos' a — cos' b — cos' c -h 2 cos a cos b cos c 
sin' a sin' a sin' b sin' c 



ïje second membre, étant une fonction symétrique des trois côtés, restera le même 
si Ton cherche les valeurs d 
côtés opposés, les relations 



si Ton cherche les valeurs de -v-r, ■ et -r-r— On a donc: entre les ansles et les 

sin' b sin* c ^ ^ 



sin A sin B sin C 

^ ' sin a sin b sin c 

Éliminons cosc entre la première et la troisième des relations (i), réduisons et 

éliminons sin c du résultat par la relation -, — = -:— -? nous tomberons sur une re- 

^ sm a sm A 

lation entre deux côtés, l'angle compris et un angle opposé à l'un des côtés, 
laquelle, étant étendue à toutes les combinaisons des angles et des côtés, donnera 
les formules 

cet a sin b — cet A sin C = cos b cos C , 

cot a sin c — cot A sin B = cos c cos B , 

cot b sin a — cot B sin C = cos a cos C , 

cot b sin c — cot B sin A = cos c cos A , 

cot c sin a — cot C sin B = cos a cos B , 

cot c sin b — cot C sin A = cos b cos A. 



<|u'elle deviendra 

,„, a b c . b , c . 

{ K ) cos - = ces - cos - -f- sm - sin - cos A. 

^ ^ r r ■ r r r 

Si le rayon r est très-grand par rapport à <ï, ^.et c, on pourra développer en séries les cosinus 

et les sinus de -9 - et -• Substituant ces développements dans Véquation (K) , mettant en évidence les 
r r r 

termes d'ordre inférieur et supprimant —5 facteur commun à tous les termes, on tombera sur la relation 

H 

a' = ^» 4- c' — 2 ^c cos A + -:• 

H ne contenant pas ren numérateur, le terme — disparaît quand r devient infini, et Ton a simple- 
ment , le triangle devenant d'ailleurs rectiligne , û* = ^* + c' — 7.bc cos A. 

Chacune des relations auxquelles nous parviendrons pour les triangles sphériques, étant traitée de la 
même manière, conduirait à une équation applicable aux triangles rectilignes. • 
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Pour trouver enfin une relation entre un côté et les trois angles, nous aurons 
recours à la considération du triangle supplémentaire. Soient A'= t: — a, B'= n — è, 
*:' :^ 71 — c les angles de ce triangle; les côtés respectivement opposés à ces angles 
seront a'^= t: -— A, è' = tt — B, c'= tt — C. Or, si Ton applique au triangle supplé- 
tnentaire les relations démontrées pour le triangle proposé, on en déduira, pour 
ce dernier, des relations qui seront différentes des premières lorsque celles-ci ne 
seront pas symétriques par rapport aux angles et aux côtés. Les relations (2) et (3) 
n*^ donneront donc pas lieu à de nouvelles formules par cette transformation ; 
m;us les relations (i) donneront ainsi : 

cos A = — cos B cos C -+- sin B sin C cos a , 

1 4] cos B = — cos C cos A -h sin C sin A cos b , 

cos C = — cos A cos B H- sin A sin B cos c. 

l^s relations (i) faisant connaître trois des six quantités qu'elles renferment, 

lorsque Ton connaît les trois autres, suffisent à la résolution de tous les problèmes 

de trigonométrie sphérique. Ces résolutions exigent toutefois des éliminations 

que iiotre but a été d'effectuer à l'avance, en formant les relations (2), (3) et (4). 

Nous allons même, avant d'aborder la résolution des triangles, établir quelques 

;4iilres formules, qui nous seront fort utiles. 

A A 

On peut calculer sin^- et cos^ - en fonctions des côtés, au moyen des formules 

sin^ - = cos A et cos^ - = _ _|- - cos A, dans lesquelles on substitue à la 

place de cos A sa valeur déduite de la première des équations (i). Si l'on effectue 
tes calculs^ si l'on transforme les sommes en produits, et si l'on pose 

2 /? = fl H- i -I- c , 
nn trouvera 

(5) 

et, par suite, 

foimules qu'on appliquera, par des permutations convenables de lettres, aux 
angles B et C. 

Si Ton résout dé même les formules (4) par rapport à a, ou bien si l'on applique 



. 


A 

2 

A 
2 

A 

2 ' 


-i/^ 


\{p — b)mï[p'-e) 


sin 
cos 




sin b sin c 

iy?sin(/?— a) 
sin b sin c 


lang 


=\/^ 


i[p — b)sm(p-^c) 
sin/? sin (p — a) 
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TRIANGLES SPHÉRIQUES. 97 

aux formules (5) la considération du triangle supplémentaire, et si Ton pose 

2P = A-hB-hC — l8o^ 



on trouvera 



. I ^ /sinPsin(A 

sm - a = i / . ^ \ 

2 y sm B sin 



(A — P) 

sui-a = \/ ^_L-__i, 

IsinC 



//:\ ' * /sin B — P SI 

(o) ces -a = 4/ — ^ . J^ . 

^ ' 2 y smBsi 



— P) sin(C — P) 
sin G 



I ^ / sin P sin (A — P) 

'^"gâ^ = V sin(B-P)sin(C-P) ' 

formules qu'on appliquera également aux côtés b et c. 

Considérons maintenant les expressions de sin ( """ j et cos ( j ? telles 

qu'on les déduit des formules 

. /A±B\ .A B . A . B 

sin = sin - cos - dz cos - sin - 9 

\ 2 / 22 22 

A B . A . B 



m- 



cos = cos - cos - qp: sin - sin - 5 

^ ** ' 2 2.2 7 



dans lesquelles on substitue à la place de sin- et cos - 9 sin - et cos - leurs valeurs 
^ r 2 a 2 2 

tirées des relations (5) et de leurs analogues. On trouvera ainsi : 



A±B ^ /smpsui{p — c) psin(>? — b)±sm{p — a) 

sine 



/sin/? sin (p — c) F sin (>? - 

y sin /i sin ^ L 



cos " 



A±B / sm(p—'a) sm(p-^) r sin/?qpsin {p — c) ~] 

2 y sin a sin ^ L ^'" ^ J 

Remettant à la place de a/ ^^^P^^^\P-^^) g^^ valeur cos - ? à la place de 
^ V sm a sm 2 *^ 

^ sin [p---a} sin (p— ) ^^ valeur sin -5 et remplaçant les sommes de sinus par des 
produits, on trouve, toutes réductions faites, les quatre formules suivantes : 



(7) 



. c . A — B G . a — b 

sm - sin = cos - sm ? 

22 22 

. c A— B . G . a-hb 

sm - cos == sin - sm •» 

22 22 

c . A-hB G a — b 

cos — sin = cos — cos 1 

22 22 

c AH-B . G a-hb 

cos - cos = sm - cos 



22 22^ 

I, i3 
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Notons encore les formules 

siii a cos B = cos h siii c — sin b cos c cos A , 

sin A cos h = cos B sin C -f- sin B cos C cos a , 

(8) sin a sin c H- cos a cos c cos B = sin A sin C — cos A cos C cos 6, 

sin C tang B cos A + sin A cos c 

tang a cos b — sin 6 cos C sin c 

f)iij sont utiles pour la transformation ou la simplification des formules. La pre- 
mière, rapprochée des formules (i) et (a), fournit le système suivant : 

sin a sin B = sin b sin A , 
(g ) sin fl cos B = cos b sin c — sin b cos c cos A , 

cos a = cos b cos c -h sin b sin c cos A , 

qui peut servir à déterminer a et B, connaissant 6, C et A. Si l'on connaissait B, 
C e( «, on aurait un système analogue pour déterminer A et b, 

13. Des triangles sphériques rectangles, — Soit un triangle, rectangle en A. Si 
nous introduisons cette condition dans les formules (ï), (2), (3) et (4), elles nous 
fourniront les relations particulières au triangle rectangle dont a désigne Thypo- 

cos a = cos b cos c , 
(M) l sin 6 = sinflsînB, 
tang b = tang a cos C , 



^») (^) 



sin c = sin a sin C , 
tang c = tang a cos B , 
tang c = sin b tang C , 

cos C = sin B cos c , 

lang b = sin c tang B , 
(P) ^1 cos a = cotB cot C , 

' cos B = sin C cos b. 

Os formides serviront à résoudre tous les cas des triangles rectangles qu'on ren- 
contrera, et avec d'autant plus de facilité que les applications ne présentent jamais 
trambiguïté. 

Considérons, en particulier, le cas où, connaissant l'hypoténuse a et l'an- 
gle li, cas qui se présentera très-fréquemment, on demande de déterminer les 
cotés b et c. Les formules (M) et (N) résolvent directement cette question; et 
quoique b soit donné par son sinus, il n'en résulte pas d'embarras, b étant habi- 
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tuellement assez petit pour que son sinus suffise pour le déterminer avec exacti- 
tude. Si toutefois il n'en était pas ainsi, après avoir calculé c par la seconde équa- 
tion (N), on obtiendrait h par la première équation (P). 

Si B est peu considérable, ainsi que cela se présente fréquemment, Thypoténuse 
étant faiblement inclinée sur le côté c diffère peu de ce côté, et il y a avantage à 
développer en série la valeur de c donnée par Téquation 

tan g c = cos B taiig a. 

On facilite ainsi la construction de certaines Tables, et Ton acquiert plus de 
facilité pour la discussion de certaines formules, C équation du temps par exemple. 
Remplaçons tangc et tanga par leurs expressions en exponentielles imagi- 
naires, et tirons la valeur de e^^^~\ nous trouverons 

icyf^x tf^*^"' (1 4-cosB) -f-(i — cosB) 
^2av i^^_ ^^^g^ ^ (i + cosB) 

ou bien, en divisant haut et bas par i -h cos B et mettant e^" en facteur commun, 

B — 2 ay/~ 
2 /— /— ' + ^^"S o ^ 
e =e 



tang* - e ^ 



Prenant les logarithmes népériens des deux membres, développant et remettant 
pour les exponentielles leurs valeurs en sinus et cosinus comme nous Tavons 
déjà fait, nous obtiendrons 

,B ,B B 

tang*- tang* - tang®- 

(i 1) c = a : — -r- sin 2« H : — jr sin ia . ^„ sin 6fl -h . . . . 

^ ' sm i' sin 2' sm3 

Cette méthode est identique à celle que nous avons suivie pour obtenir la série (14)7 
art. 11; on eût même pu de cette dernière série déduire la série actuelle. 

Si Ton connaissait au contraire le côté c du triangle rectangle et Tangle B, on 
aurait, pour calculer l'hypoténuse, la série 

B B .B 

tang»- tang*- lang«- 

(12) a^=:ic '\ ; sin 2c H ; — - sin Ac H : — ^jr sin 6c-\- , . . . 

^ ' sm i" sma'' sin 3 

On établirait cette formule , comme la série (11)1 en tirant de Téquation 

tangc = cosB tanga la valeur de e^"* en fonction de e' 

i3. 
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Étant toujours donnés Thypoténuse a et l'angle B, supposons que ces quan- 
tités reçoivent les accroissements très-petits ùa et d^B. Quels seront les accroisse- 
ments correspondants de c et de i? 

On tire des équations (fo), savoir de la seconde des équations (N) et de la 
seconde des équations (M), 

•^ cosB j^ tancB . .^ 

/|3J cos' b 2 ' 

db = sinBcos câa-h sînc.cîB; 
le coefficient — = sin B cos c est encore égal à cos C: nous ne l'avons pas mis sous 
cette forme qui exigerait la connaissance de l'angle C. 

14. Des triangles sphériques quelconques. — Si l'on connaît les trois côtés d'un 
triangle, on fera usage, pour calculer les angles, de la dernière des formules (5) 
et de ses analogues relatives à l'angle B et à l'angle C. Si au contraire les angles 
étaient donnés, on calculerait les côtés par la dernière des formules (6) et ses ana- 
logues. Ces deux problèmes n'offrent aucune difficulté. 

13. Soient donnés, en second lieu, les deux côtés a, b et l'angle C qu'ils 
comprennent. Nous insisterons davantage sur ce cas des triangles sphériques : 
c'est celui qu'on rencontre le plus souvent. 

La solution la plus élégante de cette question résulte des formules (7) dont les 
seconds membres ne renferment que les quantités données, tandis que les premiers 
membres ne renferment que les inconnues. Lorsqu'on aura calculé les seconds 

membres, les deux premières équations feront connaître l'angle par sa tan- 
gente^ et en outre sin - : les deux dernières donneront l'angle par sa tan- 
gente également, et en outre cos— Connaissant ainsi sin -et cos-? on les divisera 

l'un par l'autre, en sorte que le demi-côté - sera lui-même déterminé par sa 
tangente. 

l^s inconnues entrent toutes dans chacune des équations (7). Si l'on voulait 
des équations où chaque inconnue dépendît directement des données, ce qui 
pourrait être plus rapide au cas où l'on n'aurait qu'une des inconnues à déter- 
miner, et ce qui offre de l'avantage dans les discussions, on trouverait ces équa- 
tions parmi les formules (i) et (3), qui nous donnent 

cos c = cos a cos b -+- sin a sin b cos C , 
{l4) sin C tôt A = sin b cot a — cos b cos C , 

sin C cot B = sin a cot b — cos a cos C. 
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On rendrait aisément ces équations calculables par logarithmes; mais on remar- 
quera que, tandis que les angles A et B seront toujours exactement déterminés par 
leurs cotangentes, il pourra n'en pas être de même du côté c donné par son 
cosinus. Si la nature des fonctions trigonométriques employées ne devait pas 
causer de difficulté, on pourrait encore, pour résoudre le triangle numérique- 
ment, commencer par calculer le côté c par la première des formules (i4) et 
déterminer ensuite les angles A et B par la proportionnalité des sinus des angles 
aux sinus des côtés opposés. 

Imaginons maintenant que a, 6 et C augmentent des très-petites quantités c?r7, 
dh^ âCy et cherchons les variations correspondantes de c et A. Ce problème sert 
dans les questions relatives aux effets de la précession, de la nutation et de la 
parallaxe sur les positions apparentes des astres. Il importe, en vue du but qu'on 
se propose, que les variations soient exprimées en fonctions des quantités è, c et A; 
on peut seulement, quand c'est a qui varie, laisser sin a en diviseur dans les 
expressions obtenues, parce qu'il disparaît ensuite de lui-même par la nature 
du problème numérique auquel on applique les formules. Cela posé, nous avons 

» tic . fie ^ ^ de ^^ 

(i5) 

% A ^A * dK , , dX * ^ 

da do dC 

Il nous faut donc obtenir — ? -ttj j^' ^' jt^^ dc^^^ '^ différentiation de la pre- 
mière et de la seconde des équations (i 4)- Or on obtient ainsi : 

— - == - — (cos b sin c — sin b ces c cos A) (*) , 
da sin a ^ / \ / ' 

('^> de 

^=cosA(«'), 



(*) La différentiation de la première équation {i4) donne immédiatement 

-r- = -. — (sin a cos b — cos a sin b cos C) . 
aa sin c ^ 

Or, en se reportant à la première des équations (8), on reconnaît, par une permutation convenable 

de 
des lettres, que cette valeur de — et celle donnée dans le texte sont l'une et l'autre identiques avec 

cosB. 

(**) Cette valeur de -jj- résulte symétriquement de ce que celle de -p ^st égale à cosB. 
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= sin b sin A (*) , 



(i6) [Suite.] 



dC 

dX 1 sin A sin A ,^^. 

da sin a sin c ^ ' ' 

-77- = — sin A cot c (***) , 
db ^ ' 

— - = — cos b -f- sin b col c cos A (****). 
a C 



IB. Le problème inverse du précédent, celui où l'on donne deux angles k et B 
adjitcents à un même côté c, se résoudra de la même manière au moyen des équa- 
tions (7), en prenant pour inconnues les quantités a, 6 et C qui entrent dans les 
seconds membres de ces équations. 

4)11 peut aussi employer trois équations, où chacune des inconnues dépende 
(lirertement des données. Ces équations, tirées des relations (3) et (4), sont les 



(') La dilTérenliation delà première équation (i4) donne immédiatement 

de . , sin a sin C ... 

-— = sm b 1 = sm b sm A. 

aC sm c 

(**) La différentiation de la seconde équation (i4) donne immédiatement 

</ A sin b sin A sin A sin ^ sin A i 

da sin a sin a sin C sin a sin c 

(*** j On trouve, par la différentiation de la seconde équation (i4) > 

^ A sin' A cos b cos a -^-smb sin a cos C 

db sinC sinû ' 

mettant à la place de -: — — -; — sa valeur -: — 7 et à la place de cos b cos û -f- sin ^ sin n cos C sa valeur 
smCsma smc ^ 

ci»sr, ïiii aura l'expression donnée. 

(****) La différentiation de la seconde équation (14 ) donne 

dk sin A , ^ . ^ . 

-77; = : — 7; ( — cos C cos A 4- sm C sm A cos b ) ; 

aC sm C ' 

mai!! la quantité entre parenthèses représente cos B en vertu de la seconde des équations (4). Rem- 

,, .„ sin A sinfl , . 

olBoanl d ailleurs -: — -r par -: 5 on obtient 

' ' sm C sm c 

dA sin a cos B 

dC sin c 

# 

la valf^iir donnée dans le texte n'est autre chose que cette expression, dans laquelle on a remplacé 

iin a rosB par sa valeur résultant de la seconde des équations (9). 
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suivantes : 

cos C = — cos A cos B -j- sîn A sin B cos c , 
(17) sin c cot a = cot A sîn B H- cos c cos B , 

sin c cot b = cot B sin A -f- cos c cos A. 

Si enfin on suppose que A, B et c reçoivent de très-petits accroissements cî'A, 
(?B et (f c, les accroissements correspondants de C, a et Z> seront donnés par des 
formules qu'on obtiendra en suivant la même marche que dans le cas précédent. 
On aura 

11 est inutile de former db qui se déduira de da par des permutations convenables 
des lettres. On obtient d'ailleurs, par la différenriation des formules (17), ou bien, 
en appliquant la considération du triangle supplémentaire aux formules (r6), 



(•9) 



, s\na j 

cos b =. -. — cos o, 
sm c 







— cos i, 




dC 
dB 


= 


— cos a, 




dC 
de 


= 


H- sin A sin 


b 




= 


H- sin a sin 


B, 



da 




sin b 


TA 


~— 


sin C 


da 




sinfl 


dB 




tangC 


da 




sin A 


de 


= 


r 

sinC 



Il nous resterait à traiter des cas où Ton donne deux côtés et un angle opposé 
à l'un d'eux y ou bien deux angles et un côté opposé à l'un d'eux. Nous ne nous 
arrêterons pas à ces questions qui sont d'un usage beaucoup plus rare que les pré- 
cédentes. 

IV. — Dévehppeinents des fonctions en séries. 

17. Les expressions que l'on rencontre en astronomie contiennent en général 
plusieurs paramètres dont elles ne sont pas, la plupart du temps, des fonctions 
explicites. Définies par des équations différentielles ou en termes finis, leur déter- 
mination serait extrêmement pénible et leur discussion impossible, si l'on ne pro- 
fitait pas des facilités qu'on trouve presque toujours dans la petitesse de quel- 
ques-uns des paramètres, pour simplifier les solutions par des développements en 
séries, dont on varie la forme suivant la nature du problème qu'on se propose de 
résoudre. Nous allons examiner les principales questions de ce genre qui se ren- 
contreront dans la suite. 
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Considérons une fonction f ( jc) d'une seule variable x. Si l'on remplace x par 
j: -f- A et qu'on veuille développer le résultat suivant les puissances de A, on 
fera usage de la formule connue 

Il ' ' 1 .d^fix) //» 

t ont le terme ereneral est ;: „ 

^ daf^ 1,11... n 

Si l'on y suppose a: = o, si l'on remplace ensuite h par Xj et si l'on désigne par 
( ^ ) la dérivée , S dans laquelle on a fait x = o. on aura cette autre for- 



mil 



le 



U est facile d'étendre la formule (i) à une fonction d'un nombre quelconque de 
variables x, j", z, etc., auxquelles on attribue des accroissements h, /, Ar, etc. 
Le développement de f {x + hj j-h i^ z -h /:,...), suivant les puissances crois- 
iiuntes de A, /, A, etc., et les produits de ces puissances, a pour terme général 

/31 dP^^^^'-/(x ,x,z..,) hP /^ ^^ 



dlr^ 4r^ dz". .. i ,2,.,p 1,1,,, q 1,2,.. r 

formule dans laquelle on doit considérer et combiner entre elles toutes les valeurs 
entières et positives de /?, 9, r, etc., à partir de zéro. 

18. L'application de ces formules aux fonctions implicites conduit quelquefois 
à des calculs fort longs, à cause de la complication que prennent les équations par 
les différentiations successives. On peut écarter cet inconvénient pour certaines 
fonctions implicites que nous rencontrerons ultérieurement. 

Soit la fonction udeeetÇ définie par l'équation 

(4) «=/[C + «9(«)]5 

et, e étant un petit paramètre, proposons-nous de développer u suivant les puis- 
s^mces de e. 

On y parviendra au moyen de la formule (2), laquelle donnera 

(S) « = «<' + U)oT+iT?;^).ri+--' 

u^ étant la valeur que prend u lorsqu'on suppose que e devient nul dans l'équa- 
tion (4). Pour former -^? — ^9 etc., il faudra prendre les différentielles successives 
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de réquation (4); or ces différentielles se compliqueront de plus en plus, parce 
qu'on doit les former avant de faire e = o. Nous allons montrer qu'on peut éviter 
cet inconvénient en considérant u comme fonction de e et de Ç, et changeant les 
dérivées relatives à e en dérivées relatives à Ç, ce qui permet de faire e = o avant 
les différentiations. 

On a, en effet, identiquement 



(6) 



<'/t'* e/Ç"-' 



Pour étaWir cette formule, nous prouverons d'abord que, si elle est vraie 
pour m et pour les valeurs inférieures de cet indice, elle est également vraie pour 
les valeurs supérieures. DifTérentions-la par rapport à e, nous trouverons. Tordre 
des différentiations entre les deux variables indépendantes e et Ç étant indifférent, 

du 

r/"-' ^ 

rf*-*-' n de 

(7) 



Mais on a identiquement 

ainsi qu'on peut s'en assurer par la difïérentiation ; partant 

du 

D'autre part, la formule (6), étant appliquée à la valeur particulière m = i , nous 
donne 

/ \ du f .du 

(9) rf7 = ?(«)5ç- 

On a donc définitivement 

du 

d"»^-' u _ ^^^ d^ 
der*^' — ^ç« 

formule qui n'est autre que la formule (6) dans laquelle on a changé m en /?j -t- 1 . 
Il nous reste à prouver que la formule (9), à laquelle se réduit la formule (6) 
quand on y fait /w = 1 , est exacte. Or, si nous difïérentions l'équation (4) en y con- 
sidérant u successivement comme fonction de e et de Ç, nous obtiendrons, en po- 
I. 14 
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sant, pour abréger, uz=z f (a*) et a» = Ç -i- eç (w), 

[i-/'(x)ey'{«)]|=/'(x)9(u), 
[,-/'(*) «9' («)]|=/(x), 

relations qui, étant divisées membre à membre, donnent la relation (9) qu'on 
voulait établir. 

La formule (6) étant ainsi démontrée, si nous y faisons e = o et si nous remar- 
quons que u se réduit alors à/ (Ç) et^ à f (Ç), nous aurons 

relation qui montre qu'on aura les divers coefficients de la formule (5) avec la 
même simplicité que dans le cas des fonctions explicites. 

Proposons-nous encore de trouver le développement de la fonction F(w), u 
étant déterminée par l'équation m = Ç -h eç w, et F («) étant supposé ne pas con- 
tenir explicitement le paramètre e non plus que Ç. On a 

Fo, f -^1 9 (-7t) ' ^*c., représentant ce que deviennent la fonction F(«) et ses 

dérivées prises par rapport à e, quand on y fait ensuite e = o. Or on a identi- 
quement, lorsqu'on suppose que F («) ne contient explicitement ni e ni Ç, 



(*) Pour obtenir cette formule, nous prouverons qu'on a encore, dans ce cas, les deux relations 

^F dY 

<^^ Te = rfÇ ' 

(B) -=^f^u)-, 

après quoi la formule (12) s'établira comme la formule (6) qui en est un cas particulier. 

Si l'on exécute les différentiations indiquées et qu'on opère les réductions, la relation (A) se ré- 



Digitized by 



Google 



DÉVELOPPEMENTS DES FONCTIONS EN SÉRIES. 107 

relation qui permet, comme la relation (6), de faire e = o avant les (//r — 1) diffé- 
rentiations de ?(")"* ^ par rapport à Ç, et fournit 



<■'> m.= 



d 



ym—\ 



I -T^j s'obtiendra en difFérentiant F (m) par rapport à « et remplaçant dans le 



(dl\ 

\du 

résultat u par u^ = Ç. Il est clair que si F (m) contenait explicitement e, la marche 
précédente serait applicable au développement de cette fonction, pourvu qu'on y 
considérât e comme un paramètre quelconque et qui ne dût pas devenir nul 

^*"' (si),- 

19. Nous devons, à cause de leur importance, considérer d'une manière parti- 
culière les séries de sinus et de cosinus des multiples des variables. Ces séries 
résultent en général du développement des fonctions suivant les puissances de cer- 
tains paramètres, et l'on y peut parvenir, par conséquent, au moyen des formules 
ci-dessus et sans aucune hypothèse préalable sur la forme de la série. Mais, lorsque 
cette forme est connue à l'avance, on peut aussi recourir à la méthode des indé- 
terminées pour la recherche des valeurs des coefficients des différents termes. 

Soit f [^) développable en une série procédant suivant les sinus et les cosinus 
de la variable Ç, et posons 



(«4) 



/(Ç) = Co -h C| cos ^ 4- Ct cos 2^ 4- . . . -h C, cos ii^ ■ 
-f- Si sin Ç -f- Sj sin 2Ç -+-... -h S, sin i^ ■ 



Co, C,, S,,..., Q, S;, etc., étant des coefficients dont il s'agit de déterminer les 
valeurs. 



duit j 



du dF _ du dF 
dëd^~"dldë' 



On peut voir que les deux membres de cette égalité sont identiques , parce qu'ayant supposé que F ne 
contient explicitement ni e ni Ç, mais simplement tf, on a 

dF_dFdu ^^^^ 

rfÇ du d^ de du de 

Si nous mettons dans la dernière de ces deux équations pour — sa valeur (9) , nous obtiendrons 



dF , ,dYdu , ,àF 



14. 
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En diflférentiant cette équation plusieurs fois de suite par rapport à Ç et la com- 
binant avec les équations ainsi obtenues, on pourra quelquefois, si les nouvelles 
séries formées par la différentiation sont aussi convergentes, éliminer y (Ç) et 
former des relations entre les divers coefficients inconnus. Ces relations détermi- 
neront les coefficients les uns au moyen des autres; néanmoins elles laisseront 
toujours indéterminés un ou plusieurs coefficients des premiers termes de la sé- 
rie, lesquels ne pourront être obtenus que par le développement direct de la 
fonction proposée. 

On peut aussi déterminer chacun des coefficients Q et S; par une intégrale 
définie. Multiplions à cet effet les deux membres de Téquation (i4) par cos /Ç . t/Ç, 
puis intégrons-les depuis Ç =;= o jusqu'à Ç = 27t. Tous les termes du second membre 
deviendront nuls (art. 6), à l'exception de celui qui dépend de cos iÇ, et qui se 
réduira à ttC/. On aura donc, pour déterminer Q, la formule 

C^tte expression conviendra pour toutes les valeurs entières de i depuis i jusqu'à 
l'infini. Dans le cas de 1 = o, il faudra prendre la moitié seulement de l'intégrale 
ci-dessus et écrire 

Multiplions encore les deux membres de l'équation (i4) par sin /Ç .^Ç, et inté- 
grons entre les mêmes limites; nous en déduirons pareillement 

(^7) S. = ijr'7(Ç)sinie:.rfC. 

Les coefficients de la formule (14) sont donc déterminés par les formules (i5), 
(16) et (17). Leur calcul est ramené à de simples quadratures et pourra toujours 
être effectué, pourvu qu'on sache calculer les valeurs numériques de la fonction 
proposée, correspondant aux différentes valeurs de la variable Ç. 

Considérons encore une fonction de deux angles Ç et Ç' développable en une 
série de la forme 

i et /' devant recevoir toutes les valeurs entières, positives et négatives, depuis zéro 
jusqu'à l'infini j» ' 

Les coefficients dépendront ici d'intégrales doubles. Si l'on multiplie l'équation 
précédente successivement par cos (zÇ -h /'Ç') r/Ç dÇ' et sin {iÇ -+- /' Ç') dÇciÇ^ et 
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qu'on intègre les deux membres entre les limites o et a tt par rapport à chacune 
des deux variables , on trouvera les formules 






('9 



qui conviennent à tous les cas où i et /' ne sont pas tous deux nuls. Dans ce der- 
nier cas, on a • 



("") 



So, = 



On démontrera ces formules en remarquant qu'on a, toutes les fois que j et y' 
sont des nombres entiers, différents de i et de i\ 

«/o «/o 
*/o «/o 

l^a dernière formule est même vraie lorsque/ = / et /' = i' ; mais dans ce cas on a, 
à la place des deux premières, et pourvu que / et V ne soient pas égaux à zéro^ 

Jo Jo Jo 

I^orsque i et V sont tous deux nuls, la première se réduit à 47r' et la deuxième à 
zéro. 

20. Les formules que nous venons d'établir sont utiles, notamment pour 
déterminer l'expression analytique du terme général d'une série, ou bien les 
relations qui lient les termes entre eux. Mais lorsqu'il s'agira d'obtenir les valeurs 
numériques des coefficients des différents termes d'une série, et que, n'ayant pas 
les expressions générales des intégrales qui les représentent, on serait forcé d'a- 
voir recours aux quadratures, les opérations deviendraient beaucoup trop com- 
pliquées si l'on ne parvenait à les simplifier de diverses manières. Comme il 
s'agit ici de méthodes dont on fait un continuel usage en astronomie, nous devons 
entrer dans quelques détails à leur égard. 
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Considérons en premier lieu une fonction de Ç qui, devenant nulle pour tous les 
multiples de la demi-circonférence tt, et prenant des valeurs égales et de signes 
contraires pour Ç = 7:-f-aetÇ = 7r--a, puisse être représentée par la série 

(21) /(Ç) =:= SisinÇ-t-Sssin2Ç-4-. . .-f-S„sin/iÇ4-. . ., 

et supposons d'abord que la suite des termes n'étant pas infinie s'arrête au terme 
d'indice n. 

Si nous attribuons à Ç successivement n valeurs distinctes Ç,, Ça> Çs? • • » ?» pour 
lesquelles on sache calculer la valeur numérique dey^(Ç), nous en déduirons n 
équations 

Sisin^i -hSjsina^i -h. . . -f- S„ sin /i Çi =/(Çi), 

S, sin^j-hSjsinaÇî-h. . .-h S„ siii/i^, =/(Ç,), 

(22) 

S, sin Ç„ -h Sj sin 2 ^„ -h . . . -f- S„ sin nÇ„ =y (Ç„) , 

au moyen desquelles, pourvu qu'aucune ne rentre dans les autres, on pourra 
calculer les valeurs des inconnues S<, Sa, . . ., S„. 

En admettant que les angles Ç^, Ç^^ ^tc, soient quelconques, on naura d'autre 
moyen pour pratiquer l'élimination des inconnues que de suivre le mode ordi- 
îiaire de résolution des équations du premier degré. Dans ce cas, et si les valeurs 
des coefficients sont calculées par approximation seulement, on aura soin de com- 
mencer par éliminer celle des inconnues qui a le plus grand de tous les coefficients, 
et Ton en prendra l'expression dans l'équation où elle a ce coefficient, pour la sub- 
stituer dans les autres équations : on procédera de même dans les éliminations suc- 
cessives des autres inconnues. 

Mais si l'on est libre de choisir les valeurs de Ç,, Ça, Ç3, etc., on rendra les éli- 
minations faciles en divisant la demi-circonférence en n -f- i parties égales entre 
elles, et prenant pour les différentes valeurs de Ç 



2 TT j, /i ir 
' • • • 9 Crt ^= 



Multiplions en effet les deux membres de chacune des équations (aa) par les fac- 
teurs respectifs sin -, sin 2 -> • • 9 sin n '^ ? et ajoutons membre à 

membre toutes les équations ainsi obtenues. Les inconnues disparaîtront du 
premier membre de l'équation résultante, en vertu de l'équation (Sg), art. 6, 

H l'exception de S,- dont le coefficient sera égal à ^— ^? d'après la première des 
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équatioDS (4i) du même article. On aura donc 

(.3) S,= -^r/(-^)sin-i^+/(-^\sma-i^+-...+/(-^\si°«-^l' 

formule qui, en donnant à i les valeurs entières depuis i jusqu'à w, fournira 
successivement S,, Sa, etc., enfin S^ (*). 

Nous avons supposé que la suite (ai) était composée d'un nombre limité de 
termes. Lorsqu'il n'en sera pas ainsi, on pourra néanmoins employer encore la 
marche précédente, si la série converge assez rapidement pour que les coefficients 
deviennent inférieurs, à partir d'un certain rang, au degré d'approximation qu'on 
veut atteindre, en sorte qu'on puisse les négliger. 

Admettons que, la demi-circonférence étant toujours divisée en /i h- i par- 
ties égales, nous attribuions à Ç, dans l'équation (21), les n valeurs Çj = —^^^ 

Ça = ^ — ; — > •••'?« = n — ; — H en résultera n relations que nous écrirons sous 
la forme 

ism — ; h...-1-S/ sm — ; h...-hS,sm — ; h...-f-S//sm — ; [-... = /( — --h 

1 sin2 h.. .-4- S/. SU12 h...-+-î>/Sin2 h...4-a,/Sin2 h...= f ( 2 h 

1 smn — ; h... H- S,, smn — ; h...-4-S.smn — ; 1-...-I-S,/ sm w — ; [-...=/( n ■ 



(*) Soit proposé par exemple, sachant que 

sin» ç = S, sin Ç -H S, sin aç -f- Ss sin 3Ç, 
de déterminer S| , Ss et S,. On aura n -f- i == 4 , et , pour les trois valeurs de sin' K 9 

IjCS facteurs par lesquels ces valeurs de la fonction doivent être respectivement multipliées sont : 

Pour S, 4- - ^ 4-1 + ~ ^> 

2 ^ 2 ^ ' 

Pour S, 4-1 o — I, 

Pour Sa 4- - ^2 — I 4- - V^ ; 

2 ^ 2 ^ ' 

3 I 

et VoTk en déduit S, =^ 4- t? Sa = o, Sj = — -? > ce qui est conforme à la seconde des formules (26), 

art. 1$. 
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Si nous traitons ces équations comme nous avons traité les équations (aa), on 

reconnaîtra, en désignant par ^ ^^s sommes prises par rapport à p, qu'on a 



> sm p sin p = o , 

[lour toutes les valeurs de i' qui ne sont pas égales kK{^n-h ^) ±i^ K étant un 
iiombre entier ; mais que si i' = R (2 ^i -f- 2) ±: /, on a 

> sin p ^ — 5^ =*-- sm p = dz 

et, par suite, on en déduira 

On voit que le résultat qu'on obtiendra ainsi dans le second membre ne pourra 
être pris pour la valeur de S^ qu'autant que S(2„+2)-i et les autres inconnues, 
d'ordre supérieur, seront négligeables. 

Si nous attribuons à i les valeurs successives i, 2, etc., jusqu'à n, nous aurons 

Eu prenant les seconds membres pour les valeurs de S|, S,, S,,..., S;,, ces va- 
leurs seront exactes jusqu'aux ordres respectifs 2/1-4-1, 2n, 2/2— i,...,n-h2, 
exclusivement; en sorte que l'exactitude de S,, S2, S3, etc., diminue à mesure 
que l'indice de ces coefficients augmente. Cette remarque est importante, parce 
que, lorsque l'on n'a besoin que des premiers termes de la série, elle permet 
de réduire le nombre des valeurs numériques de la fonction au-dessous de ce 
qu'il devrait être si l'on voulait déterminer tous les coefficients jusqu'à la même 
décimale. 

On obtiendra des expressions plus simples et composées d'un nombre de termes 
moitié moindre que dans le second membre de la formule (26), si au calcul de 
ebacun des termes pris isolément on substitue celui de la demi-somme et de la 
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demi-différence des termes S, et Sn+i^i également éloignés des extrêmes. On trou- 
vera en effet, en négligeant les termes d'ordre supérieur, 

i (S, ± s.«_.) = ^ 2; / (" ;^) [- " „-TT ± "»" ^"4-^^ ' ]• 

La somme des angles dont les sinus entrent dans le second membre étant égale 
à />;:, les sinus eux-mêmes seront égaux, ou égaux et de signes contraires, selon 
que p sera un nombre impair 2(/-f- i ou un nombre pair iq^ et l'on en conclura 

- (S, — S„+i^J = > / -^ — sin — 1 

les sommes^ étant prises depuis q = o^ jusqu'à (jf = - ou </ = ? suivant que 

n -f- 1 sera impair ou pair. 

D'autres simplifications se présenteront dans la pratique, en raison du diviseur 
(/H- i) dont on aura fait choix. Nous renvoyons à ce sujet à la Note I, p. 137, où 
l'on trouvera Fensemble des formules qu'on aura à calculer suivant qu'on divisera 
la demi-circonférence en 4? 8 ou 16 parties égales. 

Le système des valeurs de S,, Sa, S3,..., S^ étant déterminé, on pourra le véri- 
fier par la substitution dans les équations (a4). On remarquera les vérifications 
les plus simples, savoir ; 

S, — S3-f-S5-S,4-... = /(9o«), • 



v/' 



2 



(28) (S,-HS8-S5-S,-hS,-+-Sn-...)^-f-{S,-Se-i-S,o-...) = /(45^)^ 
(S, + S,-S«-S,4-S3-i-SH-...)^-(S,-Se4-S,o-...)=/(i35«). 

La première de ces conditions ne se trouve explicitement parmi celles qui ont 
servi à déterminer les coefficients S|, S^, etc., qu'autant que «4-1 est pair; les 
deux dernières n'y sont explicitement comprises qu'autant que «+ i est un mul- 
tiple de 4« 

21. Considérons maintenant une fonction de Ç qui, conservant la même valeur 
pour des valeurs de Ç égales et de signes contraires, puisse être représentée par 
la série 

(129) /(Ç) = Co -4- Cl cos Ç -f- C, cos 2^ -h Cs cos 3C 4- . . . . 

L i5 
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On appliquera à cette fonction tout ce que nous avons dit de la précédente : nous 
nous bornerons donc au cas où la suite étant composée d'un nombre infini de 
termes, les coefficients décroissent assez rapidement pour qu'on puisse les négligei- 
a partir d'un certain rang. 

Si nous posons successivement Ç = o et Ç = tt dans l'équation (ag), nous en 
déthi irons 

Co + C, -f-C,-f-C3-l-...=/(o), 
Co-C,-+-C.-C,4-...=/(7r); 

d'où Ton conclut d'abord les valeurs suivantes de deux auxiliaires A^ et A< : 

A. = C. + C, + C. + ... = -^^°)7-^H 

Cela posé, admettons que la demi-circonférence soit toujours divisée en /i -h i 
parties égales. Multiplions les deux membres de l'équation (ag) par cos /Ç et, après 

avoir attribué à Ç dans la nouvelle équation les (w -+- 1) valeurs Ç = o, Ç = , •> 

Z = — —'i •••»?= — ^5 .ajoutons membre à membre toutes les relations ainsi 

formées. En vertu des équations (Sg)' et (4i) de l'art. 6, les coefficients de 

Ca jtfrt+ , ji:, seront égaux à » lorsque i ne sera pas un multiple de /H- 1 : dans 

ce dernier cas le coefficient sera double. Si i est pair, les coefficients de C^ Cj, 
Cg, etc., seront égaux à l'unité; et ceux de C©, C.>, C^, etc., à l'exception de 
CiiKB+i)±n seront nuls : ce sera l'inverse si / est impair. On aura en conséquence 
la formule 

^« H~ Cjn^f.» 4- Cj„^j^/ -f- C4„^4_,- -f- C4„^4^, -f- . . • 

n-^i ^^0^ \ n-\-i) ^ w-M /2-i-i(Ao i impair, 

A, convenant au cas où / est pair, et Aq au cas où i est impair. On devi'a remplacer 
Q par aCo dans le premier membre quand on supposera /égal à zéro. 
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En attribuant à / les diverses valeurs depuis o jusqu'à w -h i , on trouvera 

c. +c.„,,-hc.,^.+...=^[2:/(a'^)-a.], 

Q +c,„H..+ c.„+,+ ...=^[2;^V(;'^)cos^^-Ao], 

C„.. 4-C,^, 4-C.„^.+ ...=;^ [^ f [p^ cosp -jrpr-iAj („ + .)imp. 

^ ^ ^ 2 r^" z./ ^ \ 'ï^ (^«1 («-f-i)pair, 

«■+-1 L-^^» \ '* + '/ '^«-i-i (AiJ (/H-i)imp. 

{/ï4-i)pair, 
(/H-i)imp. 



C„+,+ C.„^.+ C.^.+ ... = ^[2;"/(p;^)eos;,r-j^J 



Bornons-nous au cas où n + i est pair. Considérons encore la demi-somme et 
la demi-différence des coefficients également distants des extrêmes; nous aurons, 
en négligeant les termes d'ordres supérieurs à /H- i , 

i(C,±C„+._,) 

(-(Ao±A,)J iimp., 

et nous en déduirons, comme au paragraphe précédent, 

(3.) =''^'"^*^-*-'' = ^L2!-^(^)°»^'rrr-|A!j Mmplir, 

les sommes étant prises depuis q = o jusqu'à qz=z ^^ Ces expressions ont l'avan- 
tage de renfermer chacune moitié moins de termes que la formule (3o). Lors- 
qu'on y fera i = o, on devra prendre la moitié seulement du second membre. 

Les coefficients une fois calculés, on devra vérifier s'ils satisfont aux conditions 

i5. 
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les plus simples, savoir : 

Co + Cl -f- C, -f- Ca -f- . . . --:/(o^>) , 

(33) Co — C,-hC,-C8-f-...-^/(i8o"), 

Co-C,-f-C;-Ce + ...r=/(90«). 

Jja troisième de ces relations ne se trouve explicitement parmi celles dont nous 
vivons déduit les inconnues, qu'autant que la demi-circonférence a été divisée en 
un iioinl>i'e pair de parties égales, ainsi que nous Tavons supposé en dernier lieu. 
On trouvera. Note II, p. i43, Tensemble des formules dont on aura à faire 
usage, stiivant qu'on divisera la demi-circonférence en 4y 8 ou i6 parties égales. 

22. Soit enfin une fonction dont le développement contienne à la fois des sinus 
et des cosinus, en la forme suivante : 



Co -h Cl COS ^ -f- Cs ces 2 ^ -h C3 OOS 3 Ç ■ 

-h Si siu ^ -j- S2 siu 2 ^ 4- Ss siu 3 ^ ■ 



j =/(?)• 



Si nous remplaçons dans cette formule Ç par «27: — Ç, les cosinus ne changeront 
pah de valeurs, et les sinus changeront seulement désigne; d'où l'on conclut 

Co + CiCas^ + C.cos2C-h...=^- ^^^'"^-^^^^~'^^ =:^(C), 

(34) "" 

S, sni Ç -h Ss siii 2 ^ -h . . . = -^-^ — ^^ = ;),; (Ç). 

On se trouve ainsi ramené au calcul des coefficients de deux séries, la première 
renfermant des cosinus seulement, et la seconde ne renfermant que des sinus, 
problèmes traités dans les deux paragraphes précédents. 

Pour appliquer cette méthode, on divisera la demi-circonférence en un nombre 
pair n-h i de parties égales, conformément à l'hypothèse que nous avons faite 
en établissant les formules (3a), et l'on calculera les ^in-h 1 valeurs 

On en déduira, pour les /z -f- 2 valeurs de ^ (Ç), 



(35) 



*CtT7)= -— '^^"-^--■- *("' =-^W' 
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et, pour les n valeurs dey(Ç), 



\/I + l/ 2 ' 



(36) 

^U-Hij- i 



I^s formules développées dans les Notes I et II pour la division de la demi-cir- 
conférence en 4? 8 ou i6 parties égales seront alors immédiatement applicables. 
Fb/r la Note III, p. i46. 

23. Le développement d'une fonction périodique de deux variables Ç et Ç' se 
ramène également à l'emploi des formules précédentes. Posons 

H- (7i sm ç H- . . . H- (j,- sm i Ç H- . . . J 

les coefficients Xo' Xjv • Xp ^^c., Co, c,,... <7/, etc., étant eux-mêmes des fonctions 
périodiques de Ç' que nous représenterons par 



(38) 



A|'^ 4- A^p cos Ç' -f- . . . "H A|f cos £' Ç' -f- . . . 

-h B['^ sin Ç' -+-. . .4- B|;^ sin i' Ç' 4-. . . 
D^^ + D;*^ cosf' 4-. . .-f-D|'^ cos i'Ç' -h. . . 

-hE|'^ sin Ç' 4-. . .+ Eî;^ sin t' Ç' 4-. . . 



= X. 



= (7,-. 



f et V doivent recevoir respectivement toutes les valeurs entières et positives. 
depuis o jusqu'à l'infini. 

Divisons la circonférence en a /i' -H 2 parties égales et attribuons à Ç', dans la 
formule (37), l'une des valeurs ^f-^j^; X; et (7. deviendront par là des nombres x!'^ 

et f7^^^ dont on pourra déterminer les valeurs au moyen des valeurs particulières 
qu'on obtiendra pour la fonction/ K, ^f^ j en attribuant à Ç les a /i + 2 va- 
leurs o.. ? -iJL,..., lî-? — îi-!!. Reprenant le même calcul pour toutes les 
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valeurs particulières de Ç', depuis Ç'=:o jusqu'à Ç'= ^^/ . ^ ^ o" obtiendra 

les deux suites correspondantes des valeurs particulières de /^. et de o-,, savoir : 



(39) 



^(0) ^(«) ^(ï^ ^Jn'+i 



^(0) ^Ci) ^fa) an'+i 



Lorsque i est nul, toutes les valeurs (j\^^ sont également nulles. 

Or les valeurs particulières de y(\^^ détermineront les valeurs des coefficients 
A[/,^ et B|*^', au moyen des formules du paragraphe précédent; les valeurs particu- 
lières de (7[^^ détermineront de même le$ coefficients DJ// et Ej'^- Les valeurs de B^'^ 
et E^'^ sont nulles. On aura ensuite 

(4«) ; ( 

-f- 2 \^u <^ûs V Ç' -f- E|f sin /' Ç' j siu i Ç; 

les sommations devant être étendues à toutes les valeurs de i et i\ entières et po- 
sitives, à partir de zéro. 

On peut d'ailleurs développer cette expression et lui donner la forme 

/(c K')= 2^ (a'? - Eif) cos {i a +i'K') 

(40 -*-2\ / 

Lorsque /' est nul, le second membre est égal à ^ A^'^ cos ^ ^ -f- ^ D^^*^ sin / Ç; 
il est égal à ^ Aj*^ cos V Ç' -h ^B^'^ sin /' Ç' lorsque i est nul ; enfin il se réduit 
à A^*^ lorsque / et V sont nuls simultanément. 

On trouvera, Note IV, p. \t\']^ un exemple de l'application de ces formules. 

24 Nous avons obtenu des formules très-simples pour la détermination des 
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coefficients du développement dey(Ç) en sérié, en divisant la circonférence en 
in -h 1 parties égales, et attribuant successivement à Ç les a /i H- 2 valeurs o, 

__,..., — ~77"^' O*^ sera toujours maître d'en agir ainsi lorsqu'on aura à dé- 
velopper une fonction périodique dont on connaîtra la nature, et dont on saura 
calculer l'expression numérique pour toute valeur arbitraire de la variable. Toute- 
fois, en supposant qu'on ait attribué à Ç des valeurs en progression arithmétique o, 
a, 2 a, ... , ( 2 / — I ) a, a t a, dont la différence a ne soit pas un diviseur exact de la 
circonférence, on peut examiner comment on résoudrait les équations numériques 
résultantes, pour en tirer les valeurs de C^, C<, S,, C2, Sa,..,, Q et S/. 

Ija solution de cette question serait utile dans le cas où l'observation d'un phé- 
nomène naturel aurait donné les valeurs de la fonction à développer, pour des 
valeurs de la variable équidistantes d'une quantité a qui ne serait pas un divi- 
seur de la circonférence ; circonstance qui se présenterait si l'on voulait former 
des Tables du mouvement d'un astre par le secours des seules observations. 
Elle le serait encore dans la détermination de certains termes d'un rang très-élevé 
dans les séries; mais, comme elle offre quelque complication, nous renverrons, à 
ce sujet, à une Addition au chapitre IV, dans laquelle on trouvera le dévelop- 
pement des formules dont il s'agit, et leur application à la détermination d'une 
grande inégalité du mouvement de Pallas. 

25. Ija détermination des coefficients de la suite 

Co-f-C, cosÇ-|-C,.cos2Ç-f-...-hQcosiM 

(4a) ^Q-y_^c- l^ ^c- .1 =/ ? 

H- Si sin ç -f- o, sin aç -f- . . . H- 5, sm tÇ J 

peut encore être eflfectuée par l'artifice suivant, qui mérite d'être remarqué 
parce qu'il nous sera utile dans la suite. On l'appliquerait avec avantage à la 
formation d'un système de fonctions périodiques déterminées par des équa- 
tions différentielles linéaires; les valeurs particulières des dérivées des divers 
ordres de ces fonctions, correspondantes à des valeurs arbitraires de la variable 
indépendante et des fonctions elles-mêmes, pouvant alors être obtenues avec 
simplicité. 

Développons par rapport aux puissances de Ç les deux membres de l'équa- 
tion (4a) et égalons, de part et d'autre, les coefficients des mêmes puissances de Ç. 
Si nous désignons par /^, /n /a? etc., la fonction /(Ç) et ses dérivées des divers 
ordres dans lesquelles on aura fait Ç = o, nous tomberons sur les trois systèmes 
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d'équations 

I. Co-hQ-f-C, + C8-h...-f-Q=/o, 

• I C,4-2»C,-f-3'C34-...-f-£'Q=— /,, 



(43) \ C,+ 2*'C,-f-3''C3-f-...-f-i''Q = (— ï)'/,,. 

/ S, 4- 2» S^-h 3*83 -+-...4-/^8,=/,, 

l S,-+-2«S,+ 3«83-4-...4-i^8,= ~./a, 

III . S 1 -+- 2 « 8î 4- 3 « 8 3 + . . . 4- / «^ 8, = H- /5 , 



Les grands multiplicateurs qu'acquièrent Q et 8/ montrent que les termes d'un 
ordre élevé ne peuvent être considérés comme insensibles dans le calcul des 
valeurs des dérivées de la fonction, qu'autant que la suite qui la représente con- 
verge avec une très-grande rapidité, ou bien que cette suite s'arrête d'elle-même à 
l'indice /. Nous supposerons qu'on puisse effectivement s'arrêter aux termes 
affectés de cet indice. 

Lorsqu'on aura calculé C|, C2, C3,..., Q, l'équation I fournira C^; nous avons 
donc seulement à résoudre le système des équations II et celui des équations III. 
Or, si nous posons 

i*Ci = Xi et iSi=j.^ 

ces deux systèmes d'équations se ramèneront à la même forme, savoir, pour le 
système II : 

JTi -f- 2* Xî 4- 3' Xs -H- . . . -h i^Xi = 4-/4 , 
(44) X, 4-2* j:î4-3*j:s-f-. . .4- 1*0:, = — /e, 



r,4-2''-»Xj4-3''-*x,4-...4-i**-'a:,= ( — 1)'/„. 

En remplaçant dans ces équations x par jr etj2h par — /2*-o 01^ aura le système 
dont on déduira les valeurs de^j, j"a, . . .,^/. 

Pour déduire x„ des équations (44) J^ considère la fonction de z, 
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formée du produit de tous les facteurs tels que (z — p^)j p devant recevoir toutes 
les valeurs entières et positives depuis i jusqu'à /, à l'exception de n ; de sorte que 

cette fonction sera du degré î — i en z. En désignant par o-^"^ la somme des pro- 
duits des nombres i*, a^, 3*, . . . , i* (à l'exception de n^) pris p ^^ pj l'équation 
z„ = o peut s'écrire sous la forme 

(45) ^'-i_a;'^^-*4-a;-^ z'-^-. . .- {-lYa^^z'^i-iYc^^z- {-lY^jt = ^>^ 

et elle a pour racines i^, a*, 3^, . , . , î^ à l'exception de n^. 
Multiplions les équations (44) respectivement par — ( — i/ ^,^1^, ? + ( — i)' o-jl^, ^ 

— r — i)' c^jî . • . , c^"^ 5 — (j['*^ j i; et ajoutons tous les résultats. Le coefficient de 
Xp dans le premier membre de l'équation résultante sera 

quantité qui sera nulle en vertu de l'équation (45) pour toutes les valeurs de p 
depuis I jusqu'à /, à l'exception de w. Toutes les inconnues, x„ exceptée, seront 
donc ainsi éliminées, et Ton aura 

(46) (— i)'j:„= („._ ,3) («»- a») (n' -^ 3'). . .(n^-i') 

On trouvera aisément des formules simples pour le calcul numérique des quan- 
tités (7["^ <7|*\--5 a^'^^y ainsi que pour celui des dénominateurs. 

V. — Interpolation des suites, 

26. Nous avons, clans les articles précédents, considéré des développements 
propres à représenter Içs fonctions dans toute l'étendue des variables. Lorsque, au 
contraire, on limite les valeurs que doivent acquérir les variables, et qu'on se pro- 
pose de représenter une fonction, dans ces limites, avec une exactitude numérique 
donnée, il est quelquefois permis de négliger plusieurs des termes des séries, 
pourvu qu'on détermine en conséquence les coefficients des autres termes. On peut 
même changer la forme du développement et lui donner généralement la forme 
algébrique. 

Soit/(Ç) une fonction de la variable Ç. Représentons par Ço l'une des limites 
des valeurs que la variable doit recevoir, et développons la fonction suivant les 
I. i6 
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puissances de Ç — Ç^. Nous aurons. 

(^1 représentant la n^^'^^ dérivée dey(Ç) par rapport à Ç, dans laquelle on a 

réduit Ç à Çoi ^^ R étant la somme dç tous les termes qui renferment Ç — Ç^, à des 
puissances supérieures k n. La fonction pourra ainsi être représentée par un 
polynôme algébrique du n^^'"^ degré, tant que Ç ■— Ço sera assez petit pour 
que R ne surpasse pas la limite de Terreur qu'on peut tolérer dans les valeurs 
numériques dey^(Ç). 

Souvent, dans les applications, ce n'est pas par un développement direct en série 
qu'on arrive à substituer une fonction algébrique à une fonction transcendante, 
et entre certaines limites données de la variable. Mais, connaissant les valeurs 
particulières yi yi, ^^,. .., y^ de la fonction, correspondantes aux valeurs parti- 
culières Ço^ Cm Ç2» • • • ? Ç« de la variable, on pose 

et l'on détermine les coefficients a^j /z,, ^z,, ; . . , a„ au moyen des relations qu'on 
obtient en attribuante Ç ses n valeurs particulières et ây(Ç) ses valeurs corres- 
pondantes. 

On peut encore faire usage de la formule 

(3) /K)=2|fi/.' 

^p (Ç) désignant la fonction 

(4) {?-C.)(C-Ç.)(C-^)- ••(?-?»). 

qui contient tous les facteurs Ç — Ço? ? — Ço ••? Ç — ?«? ^ l'exception du facteur 
Ç — Çp; et le signe 2 devant être étendu à toutes les valeurs de p depuis o jusqu'à w. 
Comme ^p (Ç) est nulle pour toutes les valeurs de Ç autres que /?, on peut vérifier 
que le second membre de la formule (3) se réduit kfp pour Ç = Ç^, 

Les deux méthodes que nous venons d'indiquer, et qui sont fondées sur la 
considération des valeurs particulières de la fonction, sont générales; mais elles 
ont l'inconvénient de ne présenter aucun caractère auquel on pui^ reconnaître si 
l'ensemble des termes d'un ordre supérieur à /î, par rapport à Ç, est efifectivement 
négligeable. On évite cette difficulté, et l'on simplifie les formules, en attribuant à 
la variable des valeurs particulières qui soient équidistantes entre elles, 

27. Soient Ço? Çb"+" ^; Ço+ ^^-j-m Ço + î^ 1^ valeurs attribuées à Ç; soient 
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/, yi, yi,..., /y les valeurs correspondantes de la fonction: désignons les pre- 
mières différences d.ç ces dernières valeurs par 

désignons pareillement les différences secondes par 

et ainsi de suite jusqu'aux différences de Tordre ti, lesquelles seront au nombre de 
9 — /i-H I. 

La première de ces* n^*^*' différences . s'exprime, au moyen des valeurs parti- 
culières de la* fonction^ de la manière suivante : 

(5)- A<») =-y;--^/.-. -H ^i^/„.,-^^(^^^^/„_,-f-...4- (-!)"/• 

La même formule donnera A["\ A,^''^ • • • ? et en général A^"\ en augmentant, dans 
le second membre, chaque indice de i, a,..., ou ;> unités. 

Les différences de l'ordre n devront être égales entre elles, si la fonction pro- 
posée peut effectivement être représentée par une fonction algébrique du degré n ; 
alors on aura généralement 

•^ *^' ^ CL a 13LaL ' OL 7.ÇIL 3a 

(6) ^ /ç^ ^->;;~« ^^^ ç-^o->(/i-i)« \ ^,,)'^ . 

\ a 2a *** /ïa / 

Pour vérifier cette formule, remplaçons-y Ç — Ç© P^'' ^a; il viendra 

(7) /;=:i:./_f-^ A<*>'-h -^ ^ A«*^ -h... -^ ^-^^ — - A("^ 

^'' ^' ./ j ,2 1.2. .. /î 

Or, si dans cette dernière équation on suppose que s soit un des nombres en- 
tiers o, I, aj.-'-? le second membre s'arrêtera de lui-même au premier, au 
deuxième, au troisième^ *«., termes; et la formule deviendra identique d'après la 
notation adoptée. 

On développera facilement le second membre de la formule (7) par rapport 

aux puissances de j = — - : soit 

(8) y;=rié^i,5 4.i,5*-4-.., i/ 5' -{-... i„5«. 

16. 
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On trouvera 

b, = A<') — l û<') -+--4 At») — 7 A(») + 1 A<»; 
2 3 45 



&«.= i A(»J — - A(«' -h -^4 ïKHw- i. AW -f- . . . , 



(.9) 



4 ^4 

it= -V A(*)— — A("-)-..., 
24 Ja 

é, =-^ A<') — ... 
120 



etc. 



et généralement, en désignant par 2,„ (r) la somme des produits m à m des nombres 
entiers consécutifs depuis i jusqu'à r, ' 

(10) b = î A^'5 ?^-ii^ Af'+*î H ^'<'"'''^) ' A('+«^ — 

^ ^ ' 1.2.3.../ I.2.,.(l4-l) .^^ 1.2-.. (1 + 2) 

admettons qu'ayant formé une Table de^ yaleiu's de la fanction pour des valeurs 
équidistantes de la variable, on veuille en tirer la valeur^i de la fonction pour la 
valeur Ç = Ç^ -+- ja de la variable, s étant un. nombre entier «ou fractioanaire 
compris entre o et /y. On fera usage pour cet objet de la formule (7) qui, dans le 
cas particulier où Ton voudrait insérer un terme entre chacun de ceux de la 

I 3 5 * 

suite primitive, donnera pour Ç = Ço "^- - «^ $ = Ço ^- - «? Ç — Ç© "^ "" «? • ^ 

/.=/-HiA(')-iA(" + ^A<'._-^A<»^-H^A<')-..., 
/, =/+ l A<«. 4- I A<'. - ± A<') 4- Jg A<*> - ±^ A(.. +. . . , 



{•0 



/,=/+|a<m^^A<')+-^A.'^-Aa(.^__|.û<')-. 



Réciproquement, si Ton veut savoir pour quelle valeur de la variable, comprise 
entie o et ça, la fonction acquiert la valeur particulière/, on aura à déterminer 
la valeur de s par l'équation (7) qui est du degré n. Ce probfeme, qui, posé dans 
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toute sa généralité, aurait demandé la résolution directe de Téquation 'transcen- 
dante y (Ç) =yi, se trouve donc ramené à la résolution d'une équation algé- 
brique. Après avoir reconnu, par la Table même des valeurs de y, que s est com- 
pris entre deux nombres ^tiers coi^écutifs, on pourra, par l'insertion de termes 
moyens dans la Table, resserrer les limites de la valeur de l'inconnue; ou bien 
on insérera des termes correspondant à des valeurs de la variable équidistantes et 
assez voisines pour que la considération des difiérences des ordres supérieurs des 
nouveaux termes devenant inutile, le calcul puisse être achevé par la résolution 
d'une équation du premier ou du second degré. 

28. Il importe que, dans l'emploi des Tables usuelles, on puisse se con- 
tenter des premières ou, tout au plus, des premières et des secondes diffé- 
rences ; et c'est à quoi Ton parvient en prenant assez petites les différences de la 
variable qui sert d'argument. On se garde bien, toutefois, de calculer direc- 
tement toutes les valeurs de la fonction, qui doivent figurer dans la Table; mais, 
après en avoir déterminé un certain nombre pour lesquelles les différences de 
Tordre n soient constantes et correspondent à des valeurs de la variable assez 
distantes les unes des autres, on en conclut les valeurs intermédiaires au moyen 
de la formule (7). La marche la plus facile dans cette partie des opérations, 
consiste à déterminer les différences des nouveaux termes au moyen des diffé- 
rences des termes connus, après quoi le calcul s'achève par une suite de simples 
additions. 

Proposons-nous donc d'insérer A* — i termes entre f et f^^ au moyen des 
différences de la nouvelle suitey,'/!,/^, etc., déterminées à priori. A cet effet, 

k M 

nous attribuerons à j, dans le second membre de l'équation (8), les A+i va- 
leurs o, 75 T.»"*» ? T» et nous prendrons les différences des divers ordres 
entre les résultats. En les désignant par la caractéristique &j ayant égard à la 
formule (5), et représentant par V des sommes rapportées à la suite des valeurs 
entières de /, nous obtiendrons 



(..) 






^'"=2: :4[--:(-.)'+^(r-»)-...} 
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he développement de ces expressions donne 

.(4) _ ^4^4 , a4o^5 



formules qui suffiront lorsqu'on pourra négliger les différences du sixième ordre. 
Si Ton veut qu'elles dépendent immédiatement des différences primitives 
à<*\ A^^\ A^^^, etc., il restera à remplacer 6,, A,, is,.--? ^i P^ir leurs valeurs (9) 
et (10) en fonctions de ces différences, et l'on trouvera 

^ ^X- 2^--. ^ 6X-^ 24 A^ 

(^^I)(2^-I)(3^^l)(4^-1) . («^ _ 
"^ 120 /t* ...,. 

, , X-' /-^ ^ 12X* 12X-» ^•*" 

(i4) 

J(») - 1. A(»)_ ^(^^'^ A(*)-f- (^-0(7^-5) ^(s, _^^ 
j(o _ ï ^(»)_ ^(^'— A(»)4>,.., 
(Î^'^ = 1a<«)— .... 



etc. 



On trouvera, Note V, p. i5i, ces formules réduites en nombres pour les 
divers cas où l'on voudrait insérer 3, 5, 7 ou 9 moyens entre les termes d'une 
Table. 

Imaginons que l'on conserve, pour cette insertion, les différences â de Tordre p 
considérées comme constantes depuis y jusqu'à/j , et supposons que cette hypo- 
thèse soit exacte. On ne pourra calculer ces différences que jusqu'à une certaine 
approximation que je désignerai par s^; et il convient d'examiner quelle influence 
cette erreur Sp pourra avoir sur le calcul de^, déduit de/ au moyen des valeurs 
des différences : il est nécessaire que cette influence soit insensible. 
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Les différences de l'ordre p sont en nombre k—p-hi^ chacune d'elles est 

affectée de l'erreur constante 6^. 
Il est aisé de voir, en passant aux différences de Tordre /? — i , qu'elles seront 

respectivement affectées des erreurs suivantes : 

0€p, le^, ae^, 36^,..., (A — ;? -f-i) e^, 

c'est-à-dire qu'elles seront représentées par la suite des nombres naturels multi- 
pliés par Sp. 

De même, on verra que les erreurs des différences de l'ordre ^ — a seront repré- 
sentées par les nombres figurés du second ordre, multipliés par e^. Et ainsi de 
suite on reconnaîtra que l'erreur de^j déduite de^sera égale à £p multipliée par 
la somme des ^ —/? 4- i premiers nombres figurés de l'ordre/? — 1 , c'est-à-dire à 

("5) !.....(;,-,).;, '- 

En écrivant que cette erreur est au plus égale à la limite de l'erreur qu'on veut 
tolérer dans/i déduit def^ on saura quelle est l'approximation Sp qu'on doit con- 
server dans le calcul de â^''^/. Cela étant, si les valeurs de d^^^^/et â^^^J\ ne dif- 
férent point entre elles d'une quantité supérieure à 6^, on pourra considérer la 
différence &^p^ comme constante depuis J jusqu'à J\ et calculer avec sécurité les 
valeurs intermédiaires de la fonction, par le moyen des différences. 

29. Nous* avons déterminé les coefficients de la formule (8) par le moyen des 
différences des divers ordres def. Il pourrait paraître. naturel, ayant à représenter 
la fonction dans les environs de j = o, d'employer à la détermination des coeffi- 
cients, les valeurs particulières/1^, /Lp^.,,..., /v^^ji-n fp de la fonction, prises 
en même nombre avant et après Jl Comme cette solution offre quelquefois des 
avantages, indiquons rapidement comment on l'effectuerait. 

Si nous attribuons à ^ les valeurs — p, — (/;— i),... —1,0, h-i,... -i-(/?— i), 
-h Pj nous obtiendrons, par la formule (8), les np -h 1 équations 

ho — pbt ^-p•*s — . . . —p^^"' btp^t +P^^b^p=f^p, 

bo — 1.J1-+- i.it — ... — i.itp-i-f- i.b^j,=f_^^ 
(16) Ao-+-o.ft,-f-o.i,4- .. . -f-o.J,p«iH-o.Z>,p=/, 



bo'h(p^i)b,-h{p-iyb,-i-.,.-h(p—iy^-'b,^^,^(p-iypb,^=f^^,; 

bo'^pbt-hp^bt^...'hp^^'''bt^^,'hp^Pb,j,=f^. 
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Pour tirer de ces équations les valeurs des inconnues, retranchons-les deux à deux 
et memlire à membre, la première de la seconde, la seconde de la troisième, ainsi 
de suite; nous obtiendrons np équations qui ne contiendront plus Bq et dont les 

seconds membres seront A^*\ A^'^^.,5--i A^'^et A^'V En opérant sur ce second 

système comme sur le premier, b^ disparaîtra à son tour, et les seconds membres 

du troisième système d'équations ainsi formé seront respectivement égaux à Ai'\ 

à^lip^i^^- ' • ' ^Î^L) ^^ ^c^-î)' A*"si de suite, on tombera sur les deux équations 
1.2.3. . . (2/? — i)ij^_, — 1.2.3... (ip — î) .2p bif,= A^^^~'^ , 
1.2.3. .. (2/;->-i)è,^.,-M.2.3... {^p — i) .2p bip= A^2[-^,y 

dont on déduira * 



K- 



I .2.3. . . [7.p — l).2/? 






1.2.3. . . (2/? — 2) (2/?— 1) 



nprès quoi, recourant aux divers systèmes d'équations et prenant dans chacini 
d'eux Téquation ou les deux équations du milieu, suivant les cas, on obtiendra 
aisément les valeurs des autres inconnues. 

On trouvera par exemple, en poussant l'approximation jusqu'aux sixièmes diffé- 
rences inclusivement, 



*. = — A!!i, 

720 ' 

On trouvera dans la Note V, p. iSa, un exemple de l'application de ces formules. 



Digitized by 



Google 
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^VI. — Calcul des intégrales par les quadratures. 

30, La métho4e employée pçur représenter une fonction transcendante par une 
fonction algébrique, entre deux limites de la variable, et avec une exactitude suffi- 
sante, fournit un moyen commode pour calculer par quadratures la valeur d'une 
intégrale définie. 

Soit à calculer l'intégrale définie 

y (Ç) P^^^ ^^^^ remplacée, entre leslimites considérées, par sa valeur (6), art. 27. 
L'intégration s'effectue alors sans peine, et Ton trouve pour la valeur de l'intégrale 
définie, 

Appliquons la même formule au calcul de l'intégrale entre les limites a et a a, 
2 a et 3a, . . ., (ç — i)a et fa, puis ajoutons tous les résultats. Nous trouverons 
pour la valeur de l'intégrale, prise entre les limites Ç = o et Ç = ^a, 

-^(aC') + A:'> + A'/+...4-A^.) 



^. 



Mais on a 



A'" H. Aï" + A:''4-. . .-t- A<:^. =/,-/, 



g-i 



^(») ^ ^(» _^ ^(a) ^. . . . _j. ^(^^^ = A^O _ A^''^ , 



17 
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i3o RECHERCHES ASTRONOMIQUES. — INTRODUCTION, 

et ainsi de suite ; ce qui permet de donner à la valeur de l'intégrale la forme sui- 
vante : 

jr"/(?)'*ç-=«(7+/.+/.+ --+/,-.+/,-.+'f) 



863 i 



60480 



^A^^)_A^^)) 



Cette formule offre Tinconvénient de contenir A^'^? Ai'^ Ai'^ etc., qu'on ne 

pourrait connaître qu'en calculant /^+,,y^2, ^^3, etc., ce qu'il faut éviter. Dans 
ce but, nous remarquerons que la partie de l'intégrale comprise entre les limites 
Ç = (ç — 5) a et Ç = ça peut être calculée au moyen des valeurs correspondantes de 
la fonction et de leurs différences; et qu'en conséquence, et en vertu du caractère 

des fonctions algébriques, on peut substituer aux différences A^*^ ? A^'\ Aj*\ etc., 

les expressions qu*on obtient pour elles en partant des différences connues, 



savoir 



(4) 






1 Î-» 
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CALCUL DES IIVTÉGRALES PAR LES QUADRATURES. i3i 

En portant ces valeurs dans la formule (3), elle se change en la suivante : 

jC'VK) ''? = « ({+/.+/.+ ■ : ■ +/,-.+/,-. + •;') 
-i(A«-i"')-^(A-+A">) 



31. Nous aurons aussi à déterminer des intégrales doubles par rapport à la 
même variable. On les i%imènera à la détermination de deux intégrales simples au 
moyen de la formule identique 

(6) fff{0^^ = ^ff(Od^-f^fiOd?> 

les intégrales commençant à partir de Ç = o. 

Soit ^{Ç) l'intégrale générale de f{Ç)dÇ. L'intégrale double proposée est 
alors égale à 

(7) /*(b'i^ 

Or on peut voir que, lorsqu'on ne peut obtenir l'expression analytique de ^|^ (Ç),^ 
mais seulement en calculer des valeurs particulières par les quadratures, la for- 
mule (7), calculée à son tour par leç quadratures, et par suite la formule (6) 
donnent des résultats numériques qui contiennent implicitement l'expression 
d'un terme proportionnel à Ç. Ce terme, qui est égal à — t(^ (o) Ç, ne sera nul 
qu'autant que ^{o) serait elle-même nulle; il sera, la plupart du temps, et par- 
ticulièrement dans le cas des fonctions périodiques, qu'on rencontrera dans le 
calcul des perturbations, étranger à la question. 

On trouvera dans la Note VI, p. i54, un exemple de l'application de ces 
formules. 



»7- 
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VIL — Résolution d'un système d'équations de condition^ en nombre 
supérieur au nombre des inconnues. 

32. La comparaison de la théorie avec les observations conduit toujours à la 
détermination d'un certain nombre d'arbitraires au moyen d'équations. Si les 
observations avaient une exactitude absolue, il suffirait généralement d'un nombre 
d'observations égal au nombre des arbitraires pour pouvoir déterminer ces der- 
nières. L'incertitude inséparable des meilleures observations ne permet pas d'agir 
avec cette simplicité, et l'on est obligé de multiplier les observations pour arriver 
à une connaissance plus précise des arbitraires. On se trouve alors avoir à déter- 
miner un système d'inconnues par un nombred'équations supérieur au nombre 
de ces inconnues. 

Supposons les m inconnues .r, jr^ z, etc., liées entre elles par des équations de 
la forme 

Si la fonction F est transcendante, ou bien si, étant algébrique, elle n'est pas du 
premier degré par rapport aux inconnues, on devra choisir d'abord m équations 
au moyen desquelles on déterminera des valeurs approchées jCoi ^o> ^o? etc., des 
inconnues. Posant ensuite 

substituant dans les équations proposées, développant par rapport à (?ar, (f/, 
(f z, etc., et supposant ces corrections assez faibles pour qu'dn puisse se contenter 
de leurs premières puissances, on sera conduit, pour les déterminer, à des équa- 
tions de la forme 



<■) (^)/- (?)/.-©/■ 



-h...-+-Fo = o. 



L'indice o signifie que, dans les fonctions qu'il affecte, les variables or, jr^ z, etc., 
ont été remplacées par les valeurs approchées ûc^^ y^^ Zq, etc. On sera donc ra- 
mené à un système d'équations du premier degré, en nombre plus grand que les 
inconnues. C'est un système de cette espèce que nous allons considérer, 

33. Soit 

(a) F (a:, j, z,. . .) = a^x -f- a^y -h a.z 4- . . . -h A == o 

la forme générale des équations dont on doit tirer les valeurs des inconnues; a^^ 
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Oy, a^^ etc., sont des coefficients numériques qu'on peut en général calculer aussi 
exactement qu'on le veut, et que nous regarderons comme exempts d'erreur. Le 
terme A sera, au contraire, affecté de toute l'incertitude des observations. Les 
valern^ des inconnues ne doivent point satisfaire nécessairement à l'une des 
équations F = o en particulier, mais bien à leur ensemble et de la manière la 
plus exacte possible. 

Si l'on connaissait les valeurs précises des inconnues, et qu'on les substituât dans 
les fonctions F, les valeurs numériques que prendraient ces fonctions, feraient 
connaître les erreurs des observations correspondantes, en supposant, comme 
nous le faisons, que les quantités observées entrent dans A avec un coefficient 

égal à l'unité. Considérons la somme ^ F' des carrés des différences entre le 

calcul et l'observation. Par des raisons tirées du calcul des probabilités, on établit 
que le système le plus avantageux des valeurs des inconnues cc^ j^ z, etc., est 
celui qui rend cette somme un minimum. Cette condition, qui a fait donner à la 
méthode le nom de méthode des moindres carrés, fournit d'ailleurs un nombre 
d'équations égal au nombre des inconnues. 

La fonction ^ F* n'ayant point de maximum, il suffit, pour en trouver le 

minimum, d'égaler à zéro ses dérivées partielles par rapport aux diverses variables 
qu'elle renferme, ce qui fournit les conditions 

(S) SfS"- ^^w = °' 2fS = ».-- 

En développant ces équations, qui sont en nombre égal au nombre des inconnues, 
on trouve les équations du premier degré 

x^a^a, -h-y^a^a^-h- z^a] -f- . . . -h^Aa, = o. 



(4) 



Ces équations feront connaître les valeurs des inconnues. 

Supposons actuellement qu'on ait estimé que la précision moyenne d'une partie 
de la série des nombres A soit à celle des autres nombres de cette série dans le 
rapport de n à l'unité. On multipliera par n les fonctions correspondantes F avant 
de les introduire dans le calcul, afin que toutes les quantités qu'on doit corn- 
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biner aient la même précision moyenne. La fonction nV donnera alors les termes 

ri^ F — j n* F ^9 etc., dans les premiers membres des équations (3). 

Si parmi les fonctions (2) il s'en trouve un certain nombre p^ correspondant à 
des observations assez voisines les unes des autres pour que les coefficients d'une 
même inconnue aient sensiblement les mêmes valeurs dans ces fonctions, et que 
les valeurs A', A'',..., A^''^ de A n'y diffèrent qu'en raison des erreurs des obser- 
vations, ces p fonctions introduiront dans les premiers membres des équa- 
tions (3) les termes 

pF, —, ;,F, _, pF, -^^"-r 
F| ayant pour expression 

17 .... A'-4-A"-+-...-f-A(/') 

.^ /. 

et représentant, par conséquent, la fonction moyenne entre les p fonctions consi- 
dérées. On pourra donc simplifier les calculs, quand on aura des observations 
irès-voisines, en réunissant en une seule les équations correspondantes. 

Si l'on rapproche cette dernière conclusion de la précédente et si Ton pose 
p = n^^ d'où 72= yjpy on verra que ces considérations supposent que la précision 

A' -h A" -H... -H A(P^ 

d^ime moyenne arithmétique — ^ déduite d'un nombre/? d'observa- 
tions, est proportionnelle à la racine carrée du nombre de ces observations, ou 
bien encore que Terreur probable de cette moyenne est en raison inverse de la 
racine carrée du nombre des observations; conséquence qui en implique une 
autre, savoir, que l'erreur probable de la somme elle-même A' -h A''-i- A'"-i- . . . 
est proportionnelle à la racine carrée du nombre des observations. 

La méthode des moindres carrés réunit à l'avantage de donner la solution la 
plus avantageuse par un procédé nettement défini, celui de pouvoir, le travail 
une fois achevé, considérer une nouvelle série d'observations et tenir compte de 
leur influence dans les équations finales, sans avoir à reprendre les calculs pri- 
mitifs. Elle offre l'inconvénient de donner lieu, pour la formation des équations de 

condition, à des calculs fort longs, et entre autres à un nombre E^Ll^ / de mul - 

tiplications, m étant le nombre des inconnues et p celui des équations. Il importe, 
dans les applications, de chercher à restreindre la longueur des calculs sans rien 
faire perdre de sa valeur réelle à la méthode. 

Nous venons de voir qu'on pouvait diminuer le nombre des fonctions à consi- 
dérer, en remplaçant toutes celles qui ont les mêmes coefficients des inconnues 
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par la fonction moyenne, sauf à attribuer à cette dernière dans le calcul une in- 
fluence convenable. Or on pourra, sans erreur sensible, restreindre encore le 
nombre des fonctions, en prenant la moyenne de toutes celles dans lesquelles les 
coefficients des inconnues peuvent être considérés comme des fonctions du pre- 
mier degré par rapport au temps, et pourvu que les valeurs des coefficients d'une 
même inconnue ne diffèrent, dans les fonctions qu'on réunit entre elles, que d'une 
petite fraction de la valeur maximum du coefficient de l'inconnue dans toute la 
série des fonctions. Cette substitution d'une fonction moyenne à la somme de 
plusieurs autres est arithmétiquement exacte, puisqu'on peut toujours réunir 
entre elles plusieurs équations de condition. On s'assurera d'ailleurs que les 
termes introduits par cette fonction moyenne, dans les équations finales de la mé- 
thode des moindres carrés, ne différeront de la somme de ceux qu'on eût obtenus 
en traitant séparément chacune des fonctions élémentaires, que de quantités 
proportionnelles aux carrés des variations des coefficients; l'omission de ces quan- 
tités revient à altérer, de quantités fort petites, la précision attribuée à chacune 
des fonctions, ce qui ne saurait, quand on a un très-grand nombre d'équations 
à considérer, présenter aucun inconvénient. Remarquons en outre que, pour 
trouver cette fonction moyenne, il suffira d'en calculer les coefficients pour 
l'époque moyenne des observations correspondantes. 

Admettons que les équations moyennes ainsi formées soient elles-mêmes en très- 
grand nombre, et qu'on les ait ramenées à avoir le même degré de précision en les 
multipliant par la racine carrée du nombre des observations dont chacune d'elles 

est déduite. On pourra, pour obtenir l'équation 2 F j~ = ^ relative à l'incon- 
nue JC, suivre une marche abrégée qui ne fera sensiblement rien perdre de la 
précision de la méthode. Soit M le plus grand coefficient de x dans les équations : 
divisons-le en n parties égales, n étant un nombre entier, et considérons le groupe 

d'équations dans lesquelles le coefficient de x est compris entre ^ — et ^^ — ^— > 

p étant un autre nombre entier, égal au plus à tî — i . On additionnera toutes les 
fonctions de ce groupe, après avoir préalablement changé le signe de celles dans 

lesquelles le coefficient de x serait négatif; et on multipliera la somme par ^ « 

On opérera de même sur les autres groupes, et, réunissant tous les résultats, on 
aura l'équation cherchée. Le calcul sera surtout simple si l'on regarde comme 
suffisant de diviser en onze parties égales le plus grand coefficient de l'inconnue; 

les multiplicateurs seront alors égaux à o, — » — ? • • m — et i. La marche que 

nous venons d'indiquer revient encore à altérer un peu le degré de précision qu'on 
devrait en toute rigueur attribuer au dernier terme de chaque fonction, ou, ce 
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qui revient au même, lé nombre des observations sur lesquelles cette fonction est 
basée, altération qui n'influe point sensiblement sur les résultats définitifs déduits 
de la considération d*un grand nombre d^observations. 

34. Bien, qu'en dehors de la méthode des moindres carrés on ne possède rien 
de nettement défini, nous ferons cependant remarquer la marche suivante qui 
peut, dans certaines circonstances, être de quelque utilité pour la résolution d'un 
système d'équations du premier degré. 

On fera en sorte que, dans toutes les équations, l'une des inconnues x ait des 
coefficients de même signe. On ajoutera entre elles les équations ainsi prépa- 
rées; puis, de l'équation résultante, on tirera la valeur de x. Portant cette 
valeur de x dans les équations proposées, on tombera sur un système contenant 
une inconnue de moins que le système proposé. On traitera ce système comme le 
premier, et ainsi de suite : on finira par tomber sur des équations qui ne contien- 
dront plus qu'une inconnue dont elles feront connaître la valeur, après quoi on 
remontera aux valeurs des autres inconnues. 

La méthode que nous venons d'indiquer n'est guère plus courte que celle des 
moindres carrés, lorsqu'on doit les appliquer l'une et l'autre dans toute leur 
généralité ; et, de plus, elle a le désavantage d'obliger à recommencer tous les cal- 
culs si Ton vient ultérieurement à ajouter de nouvelles équations de condition. En 
admettant qa'on n'ait rien à craindre de ce côté, la méthode n'est réellement 
.simple qu'autant qu'en formant l'équation qui détermine x^ les autres inconnues 
en disparaissent d'elles-mêmes à très-peu près. Dans ce cas, la valeur de x, déduite 
de cette équation finale et portée dans les équations proposées, n'altère pas sensi- 
blement les coefficients des autres inconnues dans ces équations : d'où il suit qu'on 
peut former les équations finales relatives aux autres inconnues, avant l'élimina- 
tion de X, Soit ainsi formée l'équation finale relative à^ : si elle ne contient les 
inconnues suivantes, z, w, etc., qu'avec de petits coefficients, on en conclura 
encore que les équations finales relatives à ces inconnues peuvent être formées 
avant l'élimination de y comme avant celle de x. Ainsi de suite, on pourra être 
conduit à former les équations finales relatives à toutes les inconnues, indépen- 
damment les unes des autres, et par de simples additions. Dans ces circonstances, 
la méthode offriraréellement des avantages; elle donnera, si les observations sont 
en très-grand nombre et assez exactes, le même résultat, à très-peu près, que la 
méthode des moindres carrés; en outre, si l'indépendance des équations finales 
relatives les unes aux autres provient de la nature du problème, on tiendra compte 
de nouvelles observations sans difficulté, lorsqu'on en reconnaîtra la nécessité. 

On aperçoit aisément qu'il conviendria, en formant l'équation finale relative à 
Tune des inconnues x^ de négliger celles des équations dans lesquelles l'inconnue 
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est affectée de trop petits coefficients; et que l'emploi de ces équations pourrait 
même altérer la précision de la valeur de x^ loin de l'accroître. 

Supposons premièrement qu'on ait un grand nombre d'équations dans lesquelles 
le coefficient de ar, passant par toutes les grandeurs depuis zéro jusqu'à son 
maximum un, puisse être représenté par la variable u^ ainsi que cela arrivera à très- 
peu près quand on aura à déterminer le moyen mouvement d'une planète par une 
suite régulière d'observations, prolongées pendant un certain nombre d'années. Si 
nous sommons toutes les équations dans lesquelles le coefficient de x varie depuis 
// = I jusqu'à u = a^ OL étant plus petit que i, on obtiendra la plus grande exac- 
titude en s'arrêtant à a = ^ et en rejetant toutes les équations dans lesquelles le 
coefficient de l'inconnue sera au-dessous de cette fraction. Ajoutons qu'une fonc- 
tion variant peu dans les environs de son minimum, on gagnera bien peu de 
c/îOS« à considérer les équations dans lesquelles le coefficient de x sera peu supé- 
ri&utr à ^î et qu'en s'arrêtant par exemple au coefficient-? Terreur probable du 
résiiltat serait plus grande dUm quarantième seulement de la valeur minimum 
ou. ^^1 le puisse atteindre. 

CIl<:>nsidérons en second lieu le cas où le coefficient de x est de la forme sin w, et où 

u p^^mjit être regardé comme ayant également toutes les grandeurs depuis o jusqu'à - » 

circ::<:> distances qui se présentent, à très-peu près, dans la détermination de Texcen- 

trio:it:^ et dans celle du périhélie de l'orbite d'une planète par un grand nombre 

à*oV>servations. Prenons la somme des équations depuis w = - jusqu'à w = a. La 

val^i^r. de a qui correspondra à l'erreur probable minimum de x sera donnée 

paT* l'équation (tt — 2a) tanga = i. On tire de cette équation a = a3°i3'; 

^\vi oc = 0,394. On devra donc rejeter toutes les équations dans lesquelles le 

(^coefficient de x sera inférieur à 0,394. On pourra, si on le veut, négliger toutes 

ccMes où le coefficient de x sera inférieur à o,5, sans que Terreur probable de x 

*i' accroisse de de sa valeur minimum. 

170 

VIII. — Notes et Additions à V Introduction. 



NOTE I (AoDiTioif A l'art. 20). 

Développement def{Ç) en série , suivant les sinus des multiples de Ç, et au mojen 
des valeurs particulières de la fonction correspondantes à la division de la 
demi-circonférence en quatre^ huit ou seize parties égales. 

35. Soit 

/(Ç) = Si sin Ç -f- S, sin 2(^ -h Ss sin 3^ -I- 

En considérant la division de la demi-circonférence en quatre, huit et seize parties 

r 18 
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égaies, on trouve sùcces^vemént, par lès formules (a6) et (27) de Tart. 20 et 

pour la détertninatîori de Si, S'a, Sj, l'ensemble des formules suivantes. 

j*^. Dmsion de la demi<irconférence en quatre parties égales. 

En posant ç = 45° o' o", et supposant calculées les quantités (1) = -/"(y), 

(2) = ^/(2î?), (3) =^/(3^), on aura ensuite 

S,-S.-f-S.--...=.{(i)4-(3)}sin<p-+-(2), 
S,-Se4-S,o-...= (i)-(3), 
S3-S«4-Sn-. . .= {(i) H- (3)j sintp - (2). 

Soit pour exemple Téquation du centre de Mercure, dont on sait calculer Tex- 
pression indépendamment du développement en série. En admettant ici les valeurs 
de {1), (2)5 (3), dont nous donnerons le calcul plus tard, nous aurons 

( I ) = 35 824,55 Si — 87 H- Sg — . . . = 84 367^94 , 

(2) = 41 279,40 s, — Se + Sio— ...= 10712,70, 

(3) = 25 111,85 Sj — S5-H S,i — . . .= I 809,14, 
|(i)-f-(3)}sin<]) = 43o88,54. 

Si Ton veut que les coefficients soient calculés jusqu'aux dixièmes de secondes, on 
ne pourra se contenter de la détermination précédente, les coefficients ne dimi- 
nuant pas assez rapidement, à mesure que Tindice augmente, pour qu*on puisse 
regarder S3, S^, etc., comme négligeables. 

2°. Division de la demi-circonférence en huit parties égales. 
Nous trouverons au moyen des formules (27) de Tart. 20 : 
0) = 22° 3o' o'', 

('}=î/(?). H=^/(2?), (3)=|/(39),..., (7) = J/(7?)- 

i{S.+S,) = {(i)-+-(7)}siny + {(3) + (5)}8in3?, 

i(S,_S0 = {(4) + {6)|8ina9-+-(4). 

l(S, + S.) = {(.) + (3)-(5)-(7)}sin.9, 

■i(S.-S.) = (a)-(6). 

i(S, + S.)=-{(3)-+-(5)|smy + {(i) + (7)}sm3?, 

i{S,-S.) = {(a) + (6)}sinay-(4). 
S» = (.)-(3)-t-(5)-(7). 
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NOTE I. - FORMULES POUR LES .DÉVELOPPEMEJvyÇ ÇN SÉRIES. 1 89 

P^ous allons, en appliquant ces formples au dévi^lQppement de Véquation du 
centre de Mercure, montrer comment il conviendra (Je conduire le calcul pour 
qu'il soit le plus simple possible. 

(i) = 10 523,95 - (Si -h S7) = «iH-Cj =42 188, lo 

(îà) = 17 912,28 i(S,,^S,) = 6^4-{4) =4ai83,97 

(3)=3:2iio4,58 - (Sj-f-Se) =îg^i ' = 5375,02 

(4) = 20639,70 1{S, — Se)=i={2)^(6)= 5 356,36 

(5)==i7494,38 i{S,^S,)::^a,~c, ^ 987,12 

(6) = 12 555,92 ^,(88 — 85);=.*,— (4) = 904,57 
(7)= 6 532,73 S,=r,d—f 

« = (1) -4- {7) = 17056,68 

i = {2)-f-{6) = 3o468,2o 81 = 84372,07 

c = (3) H- (5) = 38 598,96 S, = 10 731 ,38 

d={i) — {y)= 3991,22 83= 1891,69 

/={3) — (5)= 36io,2o 84= 38i,o2 

8=^+f = 7601,42 85= . 82,55 

ai = asm(f = 6 527,31 8^= i8, 66 

Ci = csin(f =14771,19 87= 4»i3 

A, = bsiniKf = 21 544^^7 
g^ = gsm2(f = 5375,02 
a, = asin39 = i5 758, 3 1 
c, = c sin3ç =35 660,79 

Si Ton considère la loi du décroissemenl de 84, 85, Se, 8^, on verra que chacun 
de ces coefficients étapt inférieur au quart du coefficient qui le précède, les termes 
peuvent être considérés comme sensibles jusqu'à 8109 mais non au delà; d'où il 
suit que les coefficients 8|, 83, S,, 84, 85 sont eicactement connus par ce qui pré- 
cède, mais qu'il n'en est pas de même de 89 et 8,, lesquels auraient besoin d'être 
respectivement augmentés des valeurs relatives de 8,0 et S^. En pareil cas, l'astro- 
nome aura pour déterminer Sg, 89, 840? et rectifier S^ et 8^, à choisir entre les 
procédés suivants. 

j®. Recourir à la division de la demi-circonférence en onze ou douze parties 

18. 



Digitized by 



Google 



i4o RECHERCHES ASTRONOMIQUES. — IlNTRODUtTION . 

égales, et en conclure Sg, S^, Sg, S, et S|o par la formule (tiS), art. 20. On 
aura besoin ainsi du calcul de huit nouvelles valeurs delà fonction. 
a*^* S^, Sa, Sj, S4, S5 étant connus^ posons 

'^ (Ç) =y (Ç) — Si 'sinÇ — S, sîn a Ç — S3 sin 3 Ç — S^ sin 4 ^ — Sj sin 5 Ç. 

ù f Ç) est une fonction connue aussi bien que/ (Ç) ; en posant 

Se siiiô^H- S^ sin 7^-+- Sg sin 8 Ç -h S9 sinpÇ -f- S,© sin 10^ = (]; (^), 

et attribuant à Ç cinq valeurs convenables, on obtiendra cinq équations, au 
moyen desquelles on déterminera Se, S^, Sg, S» et S,o. On pourra même se con- 
tenter d'attribuer à Ç trois valeurs convenables, puisqu'on a déjà entre les incon- 
nues les relations So — S,o = i8",66 et S, — Sj, = 4'S*3. 

3^. Comme ces calculs seront encore assez complexes, et qu'on pourra i^egretter 
d*ètre forcé d'y avoir recours pour obtenir des termes aussi petits que ceux qui 
i-estent k déterminer, on pourra, dans le cas actuel et dans les cas analogues, 
examiner si la loi numérique des termes déjà calculés ne suffirait pas, jointe à ce 
qu'on connaît Se — S,o et S^ — S^, pour achever de déterminer les coefficients de 
h série avec une suffisante exactitude. 

Or, si Ton considère que les coefficients successifs sont à peu près le quart les 
uns des autres, vers la fin de la série, et qu'on prenne le quart, la seizième et la 
soixante-quatrième partie de la valeur trouvée pour S,, on en déduira approxima- 
tivement Sg= i",o3, Sft = o",26, S|o = o",o6 : valeurs au moyen desquelles on 
corrigera Se et S^, qui deviendront respectivement 18", 7a et /\,'\^g. 

Pour rectifier cette première approximation, on prendra les logarithmes de 
S^ ^ 38i'',osi, S5 = 82", 55, Se = 18", 72 et S^ = ^'\^c). Ces logarithmes, pris avec 
trois décimales, ce qui suffira, sont a,58i ; 1,917; 1,^72 et o,64îi. Les différences 
premières de ces logarithmes sont —0,664, — o,645, — o,63o, et leurs diffé- 
rences secondes -4-0,019 et -+-o,oi5, d'où il est facile de conclure avec une 
exactitude très-certainement suffisante : 

logSg =0,023, Sa = l'^oS, 

logSj = i,4ii , 89 = 0,26', S7 = 4^397 

logS,t = 2,802, S,o = o,o6, Sç=^ 18,72. 

TjCs calculs astronomiques sont si compliqués, qu'on ne doit pas dédaigner de 
les simplifier par des artifices de ce genre. Toutefois, comme ces procédés ne dé- 
coulent pas d'une formule rigoureuse, nous devons recommander de ne les em- 
ployer qu'avec une grande réserve. 
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NOTE I. — FORMULES POUR LES DÉVELOPPEMENTS BN SÉRIES. i4i 

3*". Disnsion tfe- laderniH^irconférence en seize parties égales. ' 

ç=ii°i5'o". 

(•) = g/(?), (^)=;/(='î). {3)=§/(3?),..., (i5)=J/(i5y). 

1 (S, -f- S,.) = {(i) + (i5)} 8in9+ 1(3) + {i3)} sinSip + {(5) -f- (il)} sinSy 

+ {(7) + (9)jsin7?> 
A(S,-S,.) = |(a) + (i4)}sma9-H{(4) + (i2)}sin4?-(-f(6)-H(io)jsin69.+ (8). 

^(S. + S.0 = {(i) + (7)-(9)-(i5)}sinaç-4-{(3) + (5)-(ii)-(i3)}sin6?, 

l(S.-S.0 = f(a) + (6)-(io)-(i4)|sin49H-|(4)--(»^)}- 

^ (S, -<- S„) = {(5) 4-(ii)j sm*-<- {(i) + (i5)|sin3ç - 1(7) -f- (9)|rin 5tp 
+ {(3) + (i3)jsin79, 

^ (S. - S.,) = — {(6) -f- (lo)} sinaç + {(4) -f- (la)} 8m49 -^ k»)-«-('4)} sin 69— (8). 
^(S. + S,.) = {(i)-<-(3)-(5)-(7) + (9) + (")-(i3)— (<5)|.sm49, 
^(S.-S.,) = (>)-(6) + (io)-(i4). 

i(S. + Sn) = f(3)-l-(i3)}8m9-h{(7) + (9)}sin39-f-|(i)'4-(i5)|sin59 
— {(5)-»-(ii)}sin7(p, 

^(S,-S.,) = — {(6) + (io)|sma9 — {(4)-(-(ia)jsm4?-4-|(a) + (i4)}8m69 4-(8). 

^(S. + S..)=|-(3)-(5)-f.(.i)-f-(i3)|sina9-H{(,) + (7)-(9)_(,5)}sm69, 

l(S.-S.,) = {(a)4-(6)-(io)-(i4)}sin4? + {-(4) + (ï2)}. 

I(S,+S.)=-{(7) + (9)}"n?-»-l(5)-t-(ii)|sin39-|(3f+(^3)|sm59 
+ {{0H-(»5)}sm79, 

1 (S, —S,) = |(a) 4- (14)} sin 2?— {(4) 4- (12) j sin49 -+- {(ô) -4- (io)| 511169 — (8)- 
S, =(i)_(3) + (5)-(7)4-(9)-(i,) + (i3)-(i5). 

Si nous appliquons encore ces formules au développement de l'équation du 
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centre de Mercure, elles donneront lieuâux calculs suivants: 



[%)^ 5 261,98 *=F (3)-|-(i3)=^, ïai85,54 

(3) ^ 7 364,73 r = (5) H- (11) = 17 610,86 

(4)^ «956,14 d={y)-\- (9) = 2o3o5,72 

(5)^ iat>io,3o /?=(2)-h(i4) = 8 528,34 

(6} = io 552,tif) /= (4) H- (la) = i5 a34,io 
(7)= io 634,55 



ts)- 


io JigjB.'î /< 


iD)- 


<)67[,iG / 


(10) = 


«747.i!> y 


(i.l = 


7 Goti,55 /• 


{'») = 


e «77,96 / 


(i3) = 


4 Sac>,8i m 


<>4) = 


3 .i(Ui,36 /2 


(i5)- 


1 648, 7'i 



//,::= r/sin7y = 19915,56 
^, = dsinajp = 3 263,65 
g^=gsmi^= 7 385,59 
/, = /sin 2(j) = 789,10 
. m^= msïn 2y = i 895,68 



rt= (i) -f-(i5) = 4396^09 - rz^h^k^ i35,23 fl,=ûsin7<p= 43ii,62 

s^,i-rj^. 134,18 ^, = Asin7<p = II 951,40 
r = r H- ^. ;= ^69,41 <•, = c sin 7^ = 17 272,47 
flj~ fl sin y î= 857,64 
6,= 6 sinç = 2377,28 
c, = c sin «î> = 3 435,71 
^=(6) -h (10) =19299,48 d,= (Umf^ = 3961,45 
A=(i) — (i5)= 1098,63 «3=a8in3Y= 2442,34 

/ ^ (3) - (i3) = 2 543,92 63= ô sin 3<? = 6 769,93 /, = /sin 4? = 10 77a,.i4 
/=(5) — (11)= îi4o9,74 C3=csin3<?=: 9784,07 <7, = <7 sin 4 <? = 2687,51 
A=:(7)— (9)= 963,40 ^3= «/sin 3f = II 281,25 ^^ = rsin4«?= 190,50 
1= h 4- X- = 2062,03 ûr5=ûsin5<?= 3 655,22 <?j = esin6^= 7879,16 
fn= i -h j = 4953,66 6j= 6sin 5<p = 10 i3i,9i /Q^g = ^ sin 6y = 17 830,89 
(2) — (14) = i 995,62 c^=i c sin 5<p = 14 642,90 /g = / sin 6y = i 905,07 
(4) — (12)= 2678,18 ^j= c? sin 5 «ï>= 16883,59 Wj=/iisin6^= 4576,58 
pz= (6) — (io)== I 8o5,io ■ 
q= n -\- p = 3 800,72 



f^~ *'i + g^e = 21094,04 
'' ^^'i — g7 = 493,57 

^^/ + W= ai 091,99 
J =/,-(8)= 452,29 

a = rt, -h^, = 20773,20 

^ = < — flj = i4 44i,a5 
y ^ Oj+^3 = 14936,47 

= 17, — ^, = 350,17 

^ ^ r, — ^>, = 14895,19 
r, ^ i^^ 4-Cj ^ 21 412,83 

1 = b,-c,= 347,84 
p^ k-H c, = 15387,11 



- (S, 4- S,j) = a -h >3 = 42 186, o3 

- (S, - S,,) = a H- X = 42 186, o3 



-(S,4-S,J = /,H-/?i,= 5 365,68 
^(S,-SJ = ^,+ o= 5 365,69 



(S3-SJ=f+r = 
^(S,4-S„) = /, 

S,,) = '«-/> = 



2 



1(8,-8,) =.-r = 

i(S,H-S,.) = /,-/w,= 

5(86-8,,) = ^, -0 = 

i(S,H-SJ=(î-X = 

i(S,-S,) = a-;r = 
S, = r — f 



945,86 
945,86 
190,50 
190,52 

41, a8 
41,28 

9.39 
9,33 
2,33 

2,05 



s, = 84 372,06 
S, = 10731,37 
1891,72 



83 = 



S,= 

s,= 
s.= 



s..- 



s.,= 






38i,02 

82,56 

18,72 

4,38 

i,o5 

0,28 

0,06 

0,00 

0,02 

0,00 

0,01 
0,00 
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NOTE n. — FORMULES POUR LES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES. i43 

Tous les termes sont sensiblement nuls à partir de S| i et l'on y trouve une 
garantie de l'exactitude du calcul. S^, S^, S,; S9, S<o ont bien les mêmes valeurs 
que nous avions obtenues ci-dessus, par un procédé abrégé et fondé sur la loi 
numérique des termes de la série. Enfin, on peut s'assurer que les trois condi- 
tions (28)/ art. 20, sont exactement satisfaites. 



NOTE n (AtooiTiOH A t'AiiT. 21). 

Développement def{t,) en série y suivant les cosinus des multiples de Ç, et au moyen 
des valeurs particulière de la Jonction correspondantes à la division de la 
demi-circonférence en quatre, huit ou seize parties égales. 

56. Soit 

/(Ç) = C« -h C, co8^-H C, cosaC -h C, cos^C + . . . . 

On trouvera, pour déterminer les coefficients de cette série par les équations (Sa) 
de l'art. 21, les formules suivantes: 

1°. Division de la demi-circonférence en quatre parties égales. 

(p = 45°o'o". 

(o)=^/(o), (.)=i/(9), (a)=i/(ay), (3) = i/(3?), (4)=^/(4?); 

to] = (^l^, [o]. = i^^. . 

i(Co4-CO=^[o] + ^(2), 

i(C.-C0 = 5(i)-hi(3), 

l(C. + C.) = [o]., 

i(C.-C,) = {(i)-(3)|cosa., 
C. = [o]-(a). 
Si nous appliquons ces formules au développement du rayon vecteur de Mer- 
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cure, nous trouverons, en admettant les valeurs de (o), (î), (a), (3), (4) : 

(o) ^:= + o, i53 7554 - (Co-f-Ci) =-4-0,197 53o2 Co = -i-o,395 2795 

(i) =-1-0,170 4988 - (Cq — C4) = 4-0,197 7493 C, = — 0,078 33i8 

(aj = -h 0,201 5ii3 - (Ci-f- Cs) = — 0,039 79^8 Cj = — 0,007 9^^^ 

|3) =^ ^0,224 9998 - (Cl — C3) = — o,o38 538o Cj = — 0,001 2558 

(4) =-H*>,233 3430 €4 = — 0,0002191 

[oj = + 0,193 5492 
foj,= — 0,0397938 

Oïl a nê,gligé Cg, C7, C^, et C5 relativement à Co, C<, C^ et C3. On n'a négligé 
que C,j relativement à C4. 

^ a**. Dmsion de la demi-circonférence en huit parties égales. 

ç = 22^ 3o' o". 

H=^/H, (') = î/{?), (.) = i/(a(p),..., (8) = ^/(8o). 

[o]=(£4i«), [o]. = M:=ii): 

i(C.+C,) = i{[o] + (a) + (4)4-(6)|, 
i(C._C,) = ^{(i)-t-(3) + {5)4-(7)|. 
i (C, +C,) = [0].+ ((2) - (6)}C0S2Q, 
i{C.-C,) = {(I)-(7)|cos?+((3)-(5)}cos3^ 

i(C. + C,) = [o]-(4), 

i(C.-C,) = {(i)-(3)-(5) + (7)}cosa?. 

i(Ci-+-C.) = [o].-{(a)-(6)}cos2?, 

l(C,-C.)=-|(3)-(5)}co89-i-{(i)-(7)|cos3?. 
C»=ro]-(a)4-(4)-(6). 
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NOTE II. — FORMULES POUR LES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES. i45 

En prenant encore pour exemple le rayon de l'orbite de Mercure, nous aurons : 

(o) = 0,0768777 -(Co-hCg) = -h 0,197 6398 Co = -h 0,395 2801 

(i)= 0,0792128 - (Co — Cg) =4- o, 197 64o3 Cj = — 0,0783296 

(2)= 0,0862494 -(Cl -4- €7)= — 0,0391659 Cj = — 0,0079529 

^3)= 0,0930007 ~ (Cl — €7)= — 0,0391637 Cz = — 0,0012123 

(4)= 0,1007557 -(C, -i-C6)= — 0,0039811 €4 = — 0,0002190 

(5)= 0,1074481 - (Ct — Ce) = — 0,0039718 C6 = — 0,0000435 

(6)= 0,1124999 -(C84-C5)= — 0,0006279 C6 = — 0,0000093 

(7)= o,ii56i9o -(C3 — C5) = — o,ooo5844 C7 = — 0,0000022 

(8)= 0,1166715 C8 = — o,oooooo5 

[0] = 4- 0,096 7746 
[o]i= — 0,0198969 

3**. Division de la demi-circonférence en seize parties égales. 

(p=ii*>i5'o^ 
(o)=g/(o), {«) = g/(?), (2) = ^/(2y),..., (i6) = ^/{i6ç>). 

[o] = ^|(o)4"{i6)|, [o], = i|(o)-(i6)|. 

i{Co4-Cu) = i|[o]4-(2)4-(4)-4-(6)4-(8)4-(io)4.(i2)4-(i4)}, 

i(Co-C.e)=i|(i)-f-(3) + (5)4-(7)-4-(9)4-(ii)4-(i3)-+-(i5)|. 

^(C, + C,5) = [o],-i-|(2)-(i4)|cos2(p4-{(4)-(ia)[cos49-H{(6)-(io)}cos6?, 

^(Cs-C,8) = {(i)-(i5)jcos?4-{(3)-(i3)}cos3(p-f-{{5)-(ii)jcos5(p 
-+-{{7) — (9)lcos7(p. 

l(C.4-C,0 = [o]-(8)4-|(2)-(6)-(io)4-(i4)jcos49, 

i(C,-C.0 = {(i)-{7)-(9)-^(i5)|cos2y4-{{3)-(5)-(ii)4-(i3)}cos6?. 
I. 19 
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l(C,4-C.,) = [o],-{(6)-(io)|cosa?-{(4)-(i2)|cos4? + {(a)-(i4)|cos6?, 

i(C,-C„) = -|(5)-(i\)|cosç-+-|(,)-{.5)|co.s3?-|(7)-(9)}cos5? 

-{(3)-(.3)|co,s7.p. 
;lC.^-Q.) = [oJ-(4)-t-(8)-(.2), 

i(C,-C„) = |(i)-(3)-(5) + (7) + (9)-(.,)-(,3) + (.5)j,-os4?. 

^(C,-HO„) = [oj, + {(6)-(.o)|cos4çp-|(4)-(i-.i)}cos4?-{(2)-(i4)|cos69), 

1(C,- C„} =- 1(3) - (i3)| cos<f + {(7) - (9)}cos39-+- {(.) - (.5)) cos5? 

+ |(5) — (")|cos79. 
i (C„+ C,„) = [o] - (8) -{(2) - (6) - (10) -H (14)} cos4?, 

^(C,-C,„)=-j(3)-(5)-(.i) + (.3)jcosa^-h{(,)-(7)-(9) + (,5)|cos6?. 

l{Cr-hC,) ^[«].-l(2)-(i4)}cos29 + {(4)-(i2)}cos4?-{(6)-(.o)|cos6^ 

l(C.^C,)=-|{7)-(9)|cos<p-H{(5)-(,,)jcos39-|(3)-(.3)}co.s5ç 

+ {{') — ('5)|cos7?. 

C,= [o]-(.)4-{4)-(6) + (8)-(.o) + (.a)_(i4). 

Les exemples numériques développés ci-dessus suffisent pour indiquer comment 
il conviendra d'appliquer ces formules. 

NOTE m (Addition a l'art. 22). 

37. Soit â développer en série de sinus et de cosinus, conformément à la 
méthode exposée dans Tart. 22, la fonction dont les seize valeurs sont {Per- 
ffirhations ifUranus par Saturne) : 

/o = 528 594 /g == 719 227 

/, = 495 121 /g = 750 785 

/,r=473 858 /,o=754 6oi 

78=47^301 /n= 735 546 

/v = 489 4 1 1 /„= 701 460 

y.5 = 532 802 /i3= 659 338 

/6=595 i85 /n=6i4 175 

/: = 663o87 /,5=-569 532. 
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NOTES III ET IV. — FORMULES POUR LES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES. 147 

Nous en déduisons d'abord, suivant les formules (34), art. 22, 

4*0 = 528594 

ij/, = 532 3a6,5 Z» =^ — 87205,5 

(|/s = 544 o*6»5 ;^, =: — 70 i58,5 

4^8 = 564819,5 X8 = — 94 5i8,5 

4^4 = 595 435,5 Z* =" — 1 06 024 , 5 

4^3 = 634 174 Z» = — '^' 372 

4/6 = 674893 z« = — 79708 

4^7 = 706 9^6 Z" = — 43 849 

4^8 = 719227 

Appliquant auï valeurs de <]; les formules 2** delà Note II, p. i44^ et aux va- 
leurs de X les formules a^ de la Note I, p. 1 38, on trouve 



/(?) 


= ^-( 


S09 564 






— 


93 gSo cos^ — io5 998 sin^ 




-h 


l4 287 COS2^-}- 


4 774sin2^ 




— 


I iygcosi^-h 


33sin3^ 




-f- 


109 cos4Ç — 


53 sin4^ 




— 


7 CCS 5^ -f- 


7 sin5^ 




-f- 


cos6Ç — 


I sin6Ç 




— 


cos7^ — 


sin7Ç 



-h ocosSÇ 

Les termes du développement sont tous sensiblement nuls à partir de 6Ç. On 
eût donc pu obtenir les coefficients cherchés en calculant onze valeurs seulement 
de la fonction, au lieu de seize. Toutefois il vaudra mieux, lorsqu'on le pourra et 
comme dans l'exemple actuel, conduire les calculs de manière à déterminer 
quelques-uns des coefficients qui doivent être négligeables par leur petitesse; il 
en résultera une vérification précieuse. 

NOTE ly (Addition a l'art. 25). 
Développement d'une fonction périodique de deux variables Ç et Ç'. 

38. Attribuons à Ç la suite des valeurs Ço = o» Çi= 0' Ç2 = -3-'' •' Çis = -g-- 

Donnons à Ç' les mêmes valeurs Ço= o, Ç'^ = g, Ç 3= -^ v? Ç'^ 5 = -^- Considé- 
rons toutes les combinaisons, au nombre de deux cent cinquante -six, de ces 

^9- 
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i48 RECHERCHES ASTRONOMIQUES. — INTRODUCTION, 

variables, et soient, conformément au tableau suivant, les valeurs correspondantes 
de la fonction f^ que nous empruntons à la Théorie des perturbations d*Uranus 
par Saturne (*). 

Tableau des valeurs de la fonction pour les diverses valeurs de Ç et Ç'. 



ç.. 



r„ 


Ç'. 


-+- 3i 255 


— 257 261 


-h 25281 


— 245 622 


H- 21 210 


- 229966 


-H 19 559 


— 2i3 85o 


4- 20 112 


— 199756 


-h 22327 


— 189 016 


-+- 25 660 


— 182206 


-^ 29 675 


— 179 55o 


-*- 34 029 


— 181 169 


-h 38 394 


- 187 144 


-h 43 382 


— 197 411 


-4- 45 479 


— 211 478 


4- 47 042 


— 227 973 


+ 46417 


— 244 252 


-t- 43 23o 


— 256 584 


■+- 37 787 


— 261 4i5 



ç; 



393 355 

363 4i3 
338 461 
321 i83 
3ii835 
309 781 
314396 
325281 
342 092 

364 «39 
389 733 
415763 
436916 
447 ï3i 
442067 
422 2l3 



C'a 


Ç4 


ç; 


- 377 563 


- 336 688 


— 260718 


— 340022 


- 304699 


- 257506 


— 318976 


— 289520 


- 265669 


- 3i4 584 


~ 293034 


- 285 552 


- 323 578 


- 3i3 799 


— 316950 


— 342 241 


- 347 779 


— 357 590 


- 367945 


— 390 297 


— 402842 


— 399 025 


- 436937 


- 446099 


— 433 873 


- 482 907 


— 479 «79 


-469844 


— 522 005 


- 493 470 


— 5o2 3i7 


- 546 533 


- 482973 


— 524 540 


- 549 356 


- 448426 


- 529 188 


— 527740 


- 398821 


— 5ii 880 


— 486016 


- 347 375 


— 474 590 


- 433 856 


— 3o4 846 


~ 425895 


- 38i 5i6 


— 275980 



ç; 



107451 

i353i6 
169199 
207 391 
248 037 
287 6o3 
320 094 
337 53o 
332 i3o 
3oo 347 
247 o33 
i85 546 
i3i 789 
96707 
83 277 
88 570 



Ç'7 



94 643 

47918 

I 211 

42059 

77 747 
100 l32 
1*02 263 

78 356 
28115 
39664 

1 08 539 
161 759 
189680 
191 463 

«7» 909 
137600 



Ç. 

y 

?.. 

?.. 
c. 



ç; 



3i4 287 
265 801 

223 722 
193 037 
179618 

189479 
226 223 
286 998 
359 953 
427 270 
473 302 
491 i56 
482715 
454374 
4i3 108 
364 814 



ç; 



528 594 

495 121 

473 858 
470 3oi 

489 4«i 
532 802 
595 i85 
663087 
719227 
750785 
754 601 
735 546 
701 460 
659 338 
614 175 
569 532 



Ç'n 



717131 
710493 
719172 

746 375 

79» 796 
848612 
9o3 354 
94» «01 
953 094 
940 257 
910 164 
871 703 
83 1 705 
794 262 
761 570 
735 186 



Ç'.. 


Ç'.« 


4- 856 059 


-f- 915428 


-f- 878395 


-t- 956043 


-H 913273 


H- 998 95 « 


-h 958221 


-+- 1 o36 009 


-f- 1 oo5 563 


-+- 1 057 208 


"H 1 043 204 


4- I o55 4i2 


-f- 1 059 878 


4-io3o8i8 


-H I o5i 476 


4- 990796 


-t- 1 022 652 


4- 945542 


-+- 982880 


4- 903767 


H- 941399 


4- 870953 


-f. 904574 


4- 849669 


-f- 875723 


4- 840 591 


H- 856 094 


4- 843414 


-H 845987 


4- 857 435 


4- 845692 


4- 881818 



Ç'l3 


^M 


862997 


4-678747 


901 l52 


4- 695 998 


928 428 


4- 696713 


937096 


H- 679 897 


923 625 


4- 649 8o3 


891 223 


4- 6i3 878 


848 333 


4- 579431 


804456 


4- 55i 552 


766888 


4- 532 886 


739830 


4- 524 36o 


725041 


4- 525 960 


722814 


4- 537 201 


732 669 


-f- 557 324 


753 640 


4- 584 6o5 


784218 


4- 616910 


821 987 


4- 65o 184 



Ç'.5 



378 643 
374616 

36i 278 
342016 

321 341 
3o3 074 
289 527 
281 679 
279688 
283 3i5 

292 125 

3o5 476 

322 347 
341 o56 
359003 
372 720 



On peut voir que les valeurs correspondantes à Ç'^ sont égales aux nombres que 

(*)' Dans cette théorie, Ç représente Tanomalie moyenne d'Uranus et Ç' est Texcès de Tanomalie 
moyenne de Saturne sur celle d'Uranus. 
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NOTE IV. — FORMULES POUR LES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES. 149 

nous avons considérés dans la Note III, en sorte que les inconnues que nous 
avons calculées dans cette Note sont, conformément à la notation de Tart. 23, les 

valeurs de /^""^ et c^^\ En traitant de même les seize colonnes de nombres rela- 
tives aux différentes valeurs de Ç', on trouvera : 



Tableau des valeurs de -^f^ et erj'' pour les diverses valeurs Kj de Ç'. 





F 


K 


X';' 


j^C.) 


x';' 


x'; 


<' 


x"^ 

6 


c^ 


^ip) 


a^p) 


cf 


6 


cf 


«. 


-+- 33ii5 


- i'33o 


- 467 


-^ 56 


— 6 


— 


H- 


- i3 58i 


- i325 


- 117 


~ 10 


_. 


-4- 


V, 


-216 541 


- 37926 


- 2675 


— 121 


-*- I 


-H 1 


H- 


-4- 14448 


-h 2 853 


-+- 342 


-+-32 


-+-3 


— 01 

1 


l'- 


-371 ii3 


^ 26.3 13 


-+- 3326 


-t- 678 


-+-64 


-4-3 


-H 


-4- 62912 


-h 7055 


-+- 369 


- 3 


— 2 


— 


\' 


—416004 


-+- 27636 


-hio333 


-+- 528 


-47 


— 9 


— 1 


-1-102666 


-4- 53ii 


- l32 


-+■ 7 


-+- 7 


H- I 


1' 


-4i5i68 


-f- 74 289 


4- 5486 


— I 181 


-116 


-+- 2 


-+- 


-4-106619 


- 2977 


— 354 


-+- 43 


— 3 


— 2 


/ ' 


—364 000 


+110 353 


- 6o3i 


— I 125 


H- 83 


-H 3 


— I 


H- 41 559 


—10 238 


-+- 6i3 


-+- i5 


— ÎO 


-+- I 






— Î104876 


-+- 1 1 1 793 


-i4 940 


-+- 554 


-+- 25 


— 7 


-4- I 


- 57 167 


- 32i5 


-+- 963 


-117 


-4- 5 


— 






+ 4473a 


+ ^0 184 


-ii35i 


-4-1 186 


-117 


-hio 


— I 


-'34 297 


-4-10025 


- 58o 


- 4 


-+-4 


— I 






-+-334 116 


— 22 500 


•+- 2977 


- 33i 


-h 27 


— 2 


-4- 


—152932 


-4-14424 


-1393 


-+-ii5 


— 10 


-h I 






-+-609564 


- 93930 


-4-14237 


-1379 


-4-109 


- 7 


-h 


—105998 


-+-4773 


-+- 33 


- 53 


-H 7 


— I 




^ 1 


-4-823498 


— 117 818 


-4-11682 


- ,73 


-67 


-+- 9 


— 1 


- 18676 


-8897 


-h 1280 


-93 


-H 2 


— 




^'1. 


-i-940067 


-84431 


— 645 


-Hi i39 


-67 


-4 


-4- I 


H- 65 299 


-12798 


-4- 37. 


-+-76 


- 8 


-f- 




^ 19 


H-939 6i6 


- i5 55i 


- 9207 


-+- 498 


■+■ 11 


— 3 


— 


-4-107 43i 


- 4588 


- 871 


-+-43 


-+-6 


— 


l''" 


4-821 525 


H- 48648 


— 6602 


- 598 


-+- 20 


-4- 6 


-H 


4- 95027 


-h- 5 23o 


- 45« 


-64 


— 


-H 


h 


4-604709 


-4- 73 276 


-+- I i5i 


- 343 


-44 


— 3 


-4- 


-4- 46704 


-f- 6 583 


-+- 412 


-4- 1 


- 3 


— 




t 


-+-325 494 


-H 49245 


-f- 3 66i 


H- 232 


-4- II 


-H 


-4- 


— 309 


-+- I 218 


-4- 196 


-H 21 


-H 2 


-+-0 



La fonction que nous considérons ici donnant une série plus convergente par 
rapport à Ç que par rapport à Ç', il est avantageux de développer d'abord par 
rapport à Ç comme nous l'avons fait ici. Ce premier développement est plus court, 
et celui qu on doit effectuer ensuite se trouve lui-même abrégé, parce qu'on n'a 

pas besoin de considérer dans yi^f^ et a\^^ toutes les valeurs de i. On reconnaîtra 

plus tard que, dans le cas que nous traitons ici, il est inutile d'attribuer à i une 
valeur supérieure k [\, Yxi effectuant ce second développement, on trouvera, 
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i5o RECHERCHES ASTRONOMIQUES. — INTRODUCTION, 

suivant la notation de Tart. 25, 



a;" =4-218046 






a:'^=+9 7=^6 




»."'=+ 9982 




A|'^=- 


142794 


b|"=-692 959 


a|'^=+.4943 


B("=-h45 993 


d;"=h-67 540 


EÎ"=- 4 578 


Af=- 


38951 


B<"=-+- 


i4465 


a';'=_2i 337 


B^"=-8i 55 1 


I>r'=-94479 


E|'^=-Hi3 4i6 


Ar=- 


9985 


8^'=- 


i4o48 


A^'>=- 5 698 


B3'-- 3.9 


Df '=+ 2 707 


E<"=- 2 662 


A.'"=+ 


4933 


bI"=.- 


5468 


K'=- 754 


B."'=- 3 186 


D<"=+ . 720 


E.'"=+ , 459 


Ar'=+ 


2798 


Bf'= + 


1 552 


A^"=+ i 623 


B,"^=- 844 


D<"=- 655 


E^"=+ 1 074 


Ar-=- 


354 


b:"=+ 


I 327 


a:'^=+ 695 


b|'^=+ 749 


Di"=_ 662 


E^'^=- a58 


a!'-'=- 


520 


b;"=+ 


32 


A,">=- 284 


Bf'=+ 548 


Df"=+ 83 


E.|"=- 436 


Ar'=- 


59 






A<'^=- 246 




d|"=+ 18a 





a1''=+ 58 
a!"=4- 53i 



lO- 



■ I 38 1 



aJ'^=_2 4o7 
Af =- 3o4 

Ar=+ 179 

Ai'^=+ .76 



Af"=- 25 



a!''=- 58 



BÎ"=- 5.8 



B^'^=+7 274 



Bf '=-8 237 
Bf^=- 384 
Bf'=- 242 
K'=+ 75 



Br^=4. i3i 



D^'>=+ 84o 

d|"=h- 675 

d|"=+5 355 
D<"=-8 635 
Df'=+ 5oi 
D^"=+ 146 
D<'^=- .89 



D<*W- 60 



D<"=- 



43 



E^'^=. 



E<"=_ 



E'"=- 



E<"=- 
E<'^=- 



E'"=- 



i38o 

I 190 

■1 on 

■42 

326 

- 112' 



E'y=- ... 



A.[''=- 



l(>). 



>(3)_. 



a!"=- 



A<"=- 



>(3)_. 



k(5). 



A, — 



3i 
62 
35 
63 

223 

•4 
39 



A<"= 



— .3 



B<'>= 



B<"= 



(»)_ 



B 



B^'^= 



Bf'= 



B 



(»)- 



«(»)—. 



- 8. 
+ 78 
-t- 674 
-789 

- 54 
5 

3o 
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NOTE V. — FORMULES POUR LES INTERPOLATIONS. 



i5i 



J)<'^=+ 43 






A^'^=- 3 




D^')=+ , 




DÎ"=+ 81 


£["=+ 75 


a|"=+ 2 


b["=- 8 


DÎ^'=+ 8 


£['>=+ . 


Dr=- 7- 


e|"=+io8 


Ar^'=H- 9 


B<*>=+ 2 


!>':'=- « 


E|*'=+.. 


D^"=+522 


£^=-77 


Ar>=- 4 


B<*^=+io 


DJ''=-.2 


£<*'=+ 4 


d:"=-,2o 


E<''=+ 85 


A';'=+ , 


B,("=+54 


Df'=+5o 


E|*'=-2I 


D^''=+ 56 


E^"=+ 16 


At*'=-.5 


Br>=-,3 


D<*'=-56 


Ef '=+ 9 


K'=+ > 


Ef '=+ 40 


a|*' = + 6 


b[*>=- 2 


0^=+ 6 


E<"=+ 6 


D^^'=- 20 


E<''=+ 10 


Af^=+ . 


b;"=+ 5 


dS*'=- 3 


Ef^=+ 6 


d1'=- 6 








D<"=- 3 





Telles sont les valeurs des coefficients du développement de la fonction selon la 
forme de l'équation (4o). Nous ne nous arrêterons pas à en déduire les coefficients 
du développement selon la forme de l'équation (4i). 

NOTE V (Addition aux abt. 28 et 29.) 
Interpolation de k— i termes dans une suite tabulaire ^ par le mojen des difj'érences . 
39. En faisant successivement A: = 4? ^==6, A = 8 et A:=io dans les for- 
mules (i4)j on trouvera les formules suivantes : 

i**. Interpolation de trois termes. 






4 32 128 2040 8192 . 

16 64 1024 4^9" 

54 5i2 4^9^ 

5l2 ' 



0^'^= -47: A^*^— ^ A^*J-f-. 



-^(»). 



256 



1 A/.. 5 A/«^ . 55 A„, 935 ^^4j ^ 43oi 



2**. Interpolation de cinq termes, 

A(*)-^ 



o 72 '^9^ 3iio4 



55 



36 216 j5552 3456 



186624 

A(»)-i-..., 



A(»)— ..., 



5(0. 



216 ~ 804 
1296 



3888 



3i 104 

A(«)+ 



7776 
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i52 RECHERCHES ASTRONOMIQUES. - INTRODUCTION. 

3**. Interpolation de sept termes. 

Comme les termes des fractions qui représentent les coefficients grandissent 
considérablement, nous donnerons ici, au lieu des coefficients eux-mêmes, leurs 
logarithmes : 

0^'^= 7,096 9100 AC) — 2,737 8880 A(»; 4-2,533 7681 A(^) —2,3903459 A(*^ -f- 2,279 6476 ài'^- 
^'^'^=2,193 8200 AC») -- i,i35 8280 A^^) 4-2,062 0419 A(0 — 3,9947598; A(») 4-..., 

a ^'^=3,290 7300 AC3) — 3,408 8294 A(0 4- 3,435 i583 A(*)— ..., 
<î^'^ = 4,3876401 A(*) - 4**630 6781 A(*)4-..., 
J^'^== 5,4845501 AC^)-.... 

4°. Interpolation de neuf termes, 
^('^ = T,ooo 0000 A(') — 2,653 2125 A(») 4- 2,454 8449 ^^'^ — ^>3i5 1829 a(<) 4- 2,207 2775 a'"»^ 

^^'^=2,000 0000 A(») — 3,954 2425 A(^) 4- 3,887 8985 A(0 — 3,825 9127 A(04-..., 
J^'^= 3,000 0000 A(') — 3,i3o 3338 A(*) 4- 3,i65 0959 A(*) — ..., 

<î^'^ = 4,000 0000 A(«) -.4,255 2725 A(*)4-..., 
J^*^= 5,000 0000 A(*) — .... 

Application des formules (17) et (i3) à V équation du centre de Mercure. 

Le calcul direct de Téquation du centre de Mercure et de 3® en 3*^ d'anomalie 
moyenne fournit : 



Il 

1 AKOMALIE MOY£SNE 


ÉQUATION 
du centre. 


DIFFÉRENCES 


DIFFÉRENCF-S 

3". 


DIFFÉRENCES 


DIFFÉRENCES 


0° 

3 
6 

9 

12 

i5 
18 
21 


/ // 
0. 0. 0,00 

1.39. 1,87 

3.17.26,24 

4.54.36,39 

6.29.56,85 

8. 2.54,20 

9.32.57,53 

10.59.38,80 


/ /, 
1.39. 1,87 

1.38.24,37 

1.37.10,15 

1.35.20,46 

1.32.57,35 

i.3o. 3,33 
I .26.41 ,27 


— 0.37,50 

— 1.14,22 

— I. 49^69 

— 2.23,11 

— 2.54,02 

— 3.22,06 


- 36:72 

- 35,47 

- 33,42 

- 30,91 

- 28,04 


4- 1^25 
4- 2,o5 
4- 2,5l 

+ 2,87 








s=s=s== 
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>^OTE V. - FORMULES POUR LES INTERPOLATIONS. i53 

Soit proposé d'interpoler dix-sept termes entre chacun de ceux de la Table 

précédente, afiti que les différences de l'argument soient réduites à lo', et prenons 

pour exemple de l'application des formules (17) et (i3) l'intervalle de 6^ à 9° de 

l'anomalie moyenne. 

Admettons que l'erreur dey^ déduite de^ ne doive pas dépasser o",o5. On 
trouve, en faisant * = 18, en supposant quefo corresponde à 6° etj\ à cf d'ano- 
malie moyenne, et conformément aux formules (17), (i3) et (i5) (art. 28 et 29) : 



(î/o= 326,177, 
âfi= 320,998, 

6l=z= 0,00285 

d'/o = — 0,00617, 
d'fi=— o,oo5 88, 
£3= 0,0000615 



â^fo = — 0,235 6, 
(î'/i== — 0,3450, 
ej= 0,000 33; 

J*/o = 4-o,ooooi2, 

J*/i = -h 0,000 019, 

£4= 0,000016. 



L'approximation e^ se trouvant, dans les quatrièmes différences, supérieure à 
â^fi — â*foj on peut considérer ces quatrièmes différences comme constantes. Il 
sera toutefois plus exact d'attribuer aux quatrièmes différences, depuis Ç = 6*^ jus- 
qu'à Ç = 7®3o', la valeur 0^^,000 01 de â^fo^ei depuis Ç =7° 3o' jusqu'à Ç = 9°, la 
valeur o",ooo oa de ^^/i. C'est ainsi qu'a été conduit le calcul suivant : 



ç 


ÉQUATION 
du centre. 


Aj 


AV 


A»j 


AV 




"'-«', 


f n 


If 


H 


;/ 


6" 0' 


3.17.26,240 


5.26,1770 


— 0,235 60 


0,00617 


-+- 0,00001 


10 


3.22.52,417 


5.25,9414 


241 77 


616 




20 


3.28.i8,35« 


5.25,6996 


24793 


6i5 




3o 


3.33.44,058 


5.25,45i 7 


254 08 


614 




40 


3.39. 9,5io 


5.25,1976 


260 22 


6i3 




5o 


3.44.34,708 


5.24,9374 


266 35 


6 12 




7» 0' 


3.49.59,645 


5.24,671 


27247 


611 




10 


3.55.24,316 


5.24,3985 


27858 


6 10 




20 


4. 0.48,715 


5.24,1199 


28468 


609 




3o 


4. 6.12,835 


5.23,835 2 


29077 


608 




40 


4.11.36,670 


5.23,5444 


29685 


607 


2 


5o 


4.17. 0,214 


5.23,2475 


30292 


6o5 


2 


8» 0' 


4.22.23,462 


5.22,9446 


30897 


6o3 


2 


10 


4.27.46,407 


5.22,635 6 


3i5oo 


601 


2 


20 


4.33. 9,043 


5.22,3206 


321 01 


599 


2 


3o 


4.38.31,364 


5.21,9996 


32700 


597 




40 


4.43.53,364 


5.21,6726 


33297 






5o 


4.49.15,037 


5.21, 339 6 






- 


9» 0' 


4.54.36,377 











20 
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,54 RECHERCHES ASTRONOMIQUES. — INTRODUCTION. 

La valeur 4** 54' 36",38 de Téquation du centre pour Ç= 9*^, déduite de la valeur 
de cette même équation pour Ç=6^, ne diÉfère de la valeur 4° 54' 36", 89 calculée 
directement j que de o",oi, quantité effectivement inférieure à o",o5. 

NOTE VI (Addition aux art. 50 et 51). 
40. Soit proposé de calculer, par les quadratures, la double intégrale définie 

prise entre les lioiites Ç = o et Ç = -• Nous faisons choix d'un exemple très-simple, 

parce que, Tintégrale générale étant connue, on peut vérifier à posteriori Texac- 

titude du calcuL On devra trouver i » par l'emploi des formules (5) et (6). 

Posons 

/»I0 /»I0 

ot— — î ^ = pa, A= j sinpccdp^ ^ ^^ / psinpadp, 

nous aurons, par la formule (6), 

I = _Aa--f-Ba». 
• 2 



Calcul de A a par la formule (5). 



VALEt^RS 


VJtUFxns 


DirriiBifOBs 




DIPrfoSIICBS 


DirrfoBHcn 


DirriiKNGBS 




d«^ 


de «iïi/î«. 


I««. 


2". 


3". 


4«. 


5«. 




i> 


OjCKlÛOOOO 


-+-I56 4345 


- 3 8520 


-37570 


-+- 1873 


-1-878 


•^-h/»-+-. .= 6,353,024 


1 


û,lJ(î4I'^5 


-i-i52 58j5 


- 76090 


-3 5697 


-t- 275 I 


-H 81 5 


Différ. i*""... -+- 12 010 23 


3 


o,:kH4yi7o 


-^-1449735 


-Il 1787 


-3 294 6 


-+-356 6 


-t- 720 


Différ. 2««. . . . -^ 1 17884 


3 


0,45^990^ 


-hi33 7948 


-,44733 


—2 938 


-+- 4286 


H- 620 


Diflër.3M.... — • 7534 


4 


11^5377853 


-H1193215 


-174113 


—2 509 4 


-H 4906 


H- 49 5 


Différ. 4".... - ,433 


G 
1 


^,707 Ï068 
0,809017 û 
ûjSgiuofîS 


-i-ioi 9102 
-^- 819895 
-h 60 o5o 


-199207 
-21 939 5 
-234,82 


—20188 

-14787 
—090,9 


-+- 540, 
-+- 5768 


-1-36 7 


Différ. 5««. . . . -f- 73 


A = 6,36619753 


logA = o,8o3 88oi 


S 


û,(}5ï o5fî5 


+ 36 631 8 


—24 320 I 








loga =7,1961,99 


9 


0,9875333 


H- I23ll 7 


- 


^ 






IogAa= 0,0000000 


ïO 


IpOOOOOÛO 
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NOTE VI .— CALCUL DES INTÉGRALES PAR LES QUADRATURES. 
Calcul de Ba* par la formule (5). 
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1 VALEURS 


VALEURS 


DirPteEIlCES 


DIFFtURCU 


DirrtaBiicEi 


DirriiBKCBS 


MPFiHBRCeS 




1 ^^ P- 


diep^inpo.. 


1"». 


2««. 


3". 


4". 


5«. 




O 


0,000 000 


-+- 156 434 5 


-4-3o5 i65 


—33 827 


-143788 


-t-i 375 5 


•^H-/,-+-...=4o,6i 19094 


I 


0,156 434 5 


-h 46» 599 5 


-4-383 338 


—37 io5 8 


—139033 


-+-I8645 


DîflFér. i"«— ^95309 


3 


o,6i8o34o 


-+- 7439375 


-4-245 332 2 


— 5o 009 i 


—110388 


-*-2 387 


Différ. 2«r- 5 634 5 


3 


i,36i97i 5 


-h 9891697 


-4-195 333 I 


—61 047 9 


- 87518 


H-3 639 


Différ.3".-h 14896 


4 


3,35l i4i 3 


-4-1,1843938 


-Hi34 1753 


-697997 


— 61128 


•4-38985 


Différ. 4".-4- 2705 


5 
6 

7 


3,5355340 
4,854 103 
6,3370455 


-f-i,3i8568o 
H-1,383 943 5 
-f-1,3714065 


-+-643755 

— II 5370 

- 90 663 8 


—759135 
-791368 
-793736 


— 32143 

- i46 8 


-+-3 067 5 


Diflër.Sw- 241 


B =40,528 480 


logB = 1,607 7603 


8 
9 


7,6084530 
8,889 194 7 


-+-1,2807437 
-M,iio8o5 3 


-1699374 








loga* = 2,392 2398 


log B a'= ,000 000 1 


lO 


10,0000000 















Aa et Ba^ étant tous les deux égaux à l'unité, la double intégrale cherchée I se 
trouve eflfectivement égale à i 



ao. 



Digitized by 



Google 



i5fi RECHERCHES ASTRONOMIQUES. — CHAPITRE PREMIER. 



CHAPITRE PREMIER. 

DES COORDONNÉES ASTRONOMIQUES. 



I. — Coordonnées géocentriques . 

1 H Imaginons qu'un observateiu*, placé au centre T de la Terre (P/. /^ fig. i), 
vi&c un astre dans la direction TS. S'il ne tient point compte de la distance 
(Itt cet astre, il pourra le supposer situé à l'intersection S du. rayon visuel 
avec une sphère concentrique à la Terre, et fixer sa position au moyen de 
l'un des deux systèmes de coordonnées dont les astronomes font principalement 
usage. 

Par le centre de la sphère, menons le plan de l'équateur et celui de Técliptique, 
el soient : TT la ligne suivant laquelle se coupent ces plans, T E et T e les grands 
cercles suivant lesquels l'équateur et l'écliptique coupent respectivement la 
N|ïhère. Soient, en outre, P le pôle nord de l'équateur, Il celui de l'écliptique. Si 
nous menons par les pôles P et II les arcs de grands cercles PS et ES, prolongés 
respectivement jusqu'à ce qu'ils rencontrent, le premier l'équateur en j, et le se- 
cond l'écliptique en s^^ il en résultera deux systèmes distincts de coordonnées, 
.savoir les coordonnées dites équatoriales ^ et les coordonnées dites écliptiques. 

Les coordonnées équatoriales sont les arcs T j et S^. Le premier de ces arcs T s 
est compté à partir de Véquînoxe T du printemps, et depuis zéro jusqu'à 36o de- 
grés : nous l'appellerons V ascension droite de l'astre et le désignerons par la 
lettre X. Le second ^S, distance de l'astre à l'équateur, est la déclinaison de l'astre : 
nous le désignerons par la lettre CD. La déclinaison est comptée depuis zéro jusqu'à 
90 degrés, à partir de l'équateur, et elle est considérée comme positive ou néga- 
tive, selon qu'elle est boréale ou australe. On pourrait, au lieu de la déclinaison, 
introduire la distance PS au pôle nord de l'équateur. 

I^es coordonnées écliptiques sont les arcs Tj, et Ss^. L'arc Ts^ est la longitude 
et l'arc Ss^ est la latitude de l'astre : nous les désignerons respectivement par les 
lettres 4^ et X. Ces coordonnées sont comptées comme l'ascension droite et la dé- 
clinaison dont elles tiennent lieu, savoir : la longitude ^ depuis zéro jusqu'à 
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36o degrés, la latitude X depuis zéro jusqu'à 90 degrés et à partir de Técliptique : 
la latitude est considérée comme positive ou négative, selon qu'elle est boréale ou 
australe. On pourrait, au lieu de la latitude, introduire la distance II S au pôle 
nord de Téclip tique. 

2. Proposons-nous, connaissant la longitude s;^ et la latitude X d'un astre, de 
calculer son ascension droite <A> et sa déclinaison CD. 

Joignons à cet effet {PL /, Jig i) les pôles P et II de Téquateur et de Téclip- 
tique par un arc de grand cercle. Des trois côtés du triangle PII S, le premier PII 
mesure l'obliquité de Técliptique sur Téquateur, obliquité qui est supposée connue 
et que nous désignerons par w; le second PS est le complément 90°— ® de la dé- 
clinaison; le troisième II S est le complément 90^— X de la latitude. Pour estimer 
ies angles du même triangle, menons les arcs PT et IIT perpendiculaires à PII 
et ùt partir desquels sont comptées V ascension droite et la longitude, autour des 
pôlc3s respectifs; on voit ainsi que l'angle au pôle P est égal à 90®-+- A. et que 
Taingle au pôle II est égal à 90®— J^. L'angle en S, à\t angle de position^ n'est que 
seco^ndaire dans la question ; sa connaissance est cependant utile pour la Simplifi- 
cation de certains calculs. 

Or, si nous comparons les parties de ce triangle sphérique PIIS à celles du 
t'*iai::igle sphérique fondamental, considéré dans I'Introduction, art. 12, p. 94, 
^^^^J^^ obtiendrons des relations entre l'ascension droite, la déclinaison, la longi- 
^'^^^^ et la latitude en posant : 

a = 90** — X , A == 90** H- X , 

(i) ^ 6 = 0), B = S, 

c = 900— CD, c = 9o«— 4^ 

On tire ainsi des formules (:x), page gS de I'Introduction, 
( a) cos A> cos (D = cos 41, cos X , 

formule qu'on établirait directement en joignant l'astre S à l'équinoxe par l'arc 
St, en prenant les valeurs de cosTS dans les deux triangles rectangles rS^ et 
TSj, et les égalant entre elles. 

Dans le problème qui nous occupe, on connaît l'angle au pôle II et les deux 
côtés qui le comprennent. Nous trouverons les autres parties du triangle au moyen 
des équations (7), page 97 de I'Introduction. Nous obtiendrons ainsi l'ensemble 
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des formules (*) : 

4 = 0), 

. c . A — B C . a — b 

sm - sm = cos - sin > 

22 22 

. c A—B . C . a^b 

sm - cos = sm - sm — . — 5 

22 22 

(3) 

C . A-+-B C a — b 

cos - sm = cos - cos 9 

22 22 

c A + B . C a-^-b 

cos - cos = sin - cos > 

22 22 

X = A — 90°, (î) = 9o** — c, 

.S = B. 



( * ) Soient données , pour exemple : 

4^= 224<» 36' 2o",oo , À = — 6« 7' io",oo , « = 23« 27' 3o'',oo , 

on trouvera, par l'application des formules (3), 

C = 225*»23'4o",oo = 96* 7'ig'',oo ^?!^^ = 36°i9'5o",oo 

-= 112.41 .5o ,00 -=48. 3.35, Qo =59.47«2o,oo 

-= 1 1 .43.45,00 

log sin = -4- 1 ,77^ 6465 log sin = + 1 ,936 6028 

2 2 

C — C — 

log cos - = — 1 ,586 43 12 log sin - = H- I ,g64 993 1 

2 2 

a — b - /? /? , a-^-b - 

log cos = -f- 1 ,900 1262 log cos =+1,7017299 

2 2 

log sin - sin = — i ,359 ^777 ^^% ^^ê = "" ' >457 48i8 log sin - = i ,918 7532 

log sin - cos = + 1 ,90 1 5959 log tang = — i ,825 8344 log cos - = i ,747 1678 

22 2 2 



c A-f-B — I c 

log cos - sin = — 1 ,492 5574 - ( A — B) = 344" ^' > ">84 log tang - = o, 1 7 1 5854 

c A-4-B — I c 

logcos-cos^^^=+ 1,6667230 -(A-f-B) =326.11.33,29 - = 56»2'6",io 



X B - 

logcos =4- 1,982 8427 A>=22o.ii.35, i3 



2 



AH-B - 

logcos =-1-1,9195552 S=— 17*» 48' (0 = — 22<»4'l2",20 



2 
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sin- et cos- étant essentiellement positifs, ces formules ne laisseront aucune am- 
biguïté dans les déterminations. 

Dans les formules (7), page 97 de riNTRODUCTiON, toutes les parties du triangle 
étaient supposées inférieures à 180 degrés. Comme l'ascension droite et la lon- 
gitude varient de o à 36o degrés, il est nécessaire de montrer que les for- 
mules (3) conviennent bien à toutes les valeurs de ces coordonnées. L'explication 
que nous avons donnée ci-dessus implique que l'ascension droite et la longitude 
de l'astre soient comprises entre — 90° et -h 90®. Supposons-les maintenant com- 
prises entre 90® et 270® : -C étant supérieure à 90® ne pourra en être retranchée 
qu'après l'addition de 36o®, ce qui donnera pour C, par l'application des for- 
mules (3), C= 36o®— (4^— 90®). La valeur de C qu'on obtient ainsi n'est plus, 
comme on s'en convaincra aisément, l'angle au pôle de l'écliptique dans le triangle 
sphérique considéré, mais bien son supplément à 36o®. On voit dès lors que 

les formules (3) ne feront pas connaître les angles "" et » mais bien leurs 

suppléments à 180^ : on ne trouvera donc pas l'angle A du triangle par l'addition 
de ces deux quantités, mais bien un angle 36o**— A dont on déduira, en en re- 
tranchant 90®, «A, = 270®— A; or cette expression est bien celle de l'ascension 
droite, dans la nouvelle situation géométrique des données de la question. 

Après avoir calculé a, 6 et C par les formules (i), on pourra encore déterminer c, 
A et B par les formules (i4), page 100 de I'Introduction. L'emploi d'un angle 
auxiliaire les ramènera à une forme assez commode et que nous allons déduire 
simplement d'une considération géométrique. Ss^ =:X et ys^ = pétant connues 
dans le triangle SJ| T, rectangle en J4, on en peut conclure l'angle ST j,= ^j; 
ainsi que l'hypoténuse tS. Ajoutons i^ à l'obliquité «; nous connaîtrons dans le 
triangle ST j, rectangle en s, Thypoténuse et Tangle en T. Nous en pourrons 
donc conclure l'ascension droite T j et la décUnaison S j ; en traduisant cette solu- 
tion en formules, on obtient les relations 

^ ^ sin <, 
(4) tang^ = — i^^tang^, 

tangCD =sin«A» tang(a> -h (|^); 

cas JU et cos-Ç^ devant toujours avoir le même signe, ces formules ne présentent 
aucune ambiguïté. Quant à l'angle S, qui, vu l'usage qu'on en fait, n'a pas besoin 
d*être calculé avec une grande exactitude, on le déterminera par la formule 

.^^ . o • COSoAo . COS^ 

( 5 ) smS = smco r- = smo) — ^« 
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Nous examinerons plus loin comment il faut interpréter Tambiguïté qui en 
pourrait résulter, ainsi que le signe moins sur lequel on tombe pour sin S quand 
X et (D sont compris entre 90 et 270 degrés (*). 

Supposons actuellement que la longitude, la latitude et l'obliquité reçoivent 
les très-petits accroissements c?-C <^X et â(ù; quels seront les accroissements cor- 
respondants de l'ascension droite et de la déclinaison? On les obtiendra, en né- 
gligeant les termes du second ordre, par les formules 

^4;^ ^' (il d(ù 

^4^ ^ (il dfà ' 

et les coefficients de ces formules seront eux-mêmes donnés immédiatement par les 
formules (16), pages 10 1 et 102 de I'Introduction, en appliquant aux lettres qui 



( * ) Appliquons cette seconde solution au même exemple que la première : 

log tang> = — i,o3o245i log tang^= -+- i ,9940201 

log sin 4^= — 1 ,846 4745 log cos (w -+- ip) = -f- 1 ,927 7604 

logtangij» = H- 1 , i83 7706 . log (i : cos>p) = -h o,oo5 oo36 

>[; = + 8*»4o'5o",35 log tang 0^ = 4-7,926 9841 

w -f- \I* = 82. 8.20,35 JU = 220*» II' 35", II 

log sin « =r -f- 1 ,599 97 log sinelo = — 1 ,809 8057 

logcos4,^ = — 1 ,883 02 logtang (« h-^') ^-H > 9798 1807 



log (i : cos>.) =4-0 ,002 48 log tang(D = — i ,607 9864 

log sin S = — 7,485 47 CD = — 22° 4' 1 2", 19 

log cosS = 4- 1 ,978 68 

Cette seconde solution est manifestement plus courte que la première; et, dans les applications, elle 
devient d'autant plus avantageuse qu'on n'a pas besoin de calculer S pour toutes les valeurs de ^ et ). 
pour lesquelles on doit déterminer les valeurs de A, et de (D. 

On pourrait encore construire des Tables au moyen desquelles on conclurait l'ascension droite et la 
déclinaison, en partant de la longitude et de la latitude, par des formules algébriques du second de- 
gré. Ces Tables, dont le calcul serait assez rapide, comprendraient soixante pages de notre texte, si on 
les étendait depuis — 10® jusqu'à 4- 10° de latitude, ce quisufBrait habituellement; elles économise- 
raient le tiers environ du temps nécessaire pour l'emploi de la solution directe qui précède. 
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y entrent les valeurs convenables, définies par les formules (i). On obtiendra ainsi 

r/<A> . . . cosX o 

-— - = cos 0) -i- sin (ù tanff G) sm A» = — cos b , 

dJi^ ^ cos(ô • 

dX sin 6) ^ sin S 

— -— = cos X = 9 

d\ cos A cos (D cos (£) 



(7) 



-7— = — langCD cosaAo, 

-—r- = sino) cos «il = cos A sinb, 

d 6^ cosgacosCD sin» sin CD . a 

-jr- = r 1 r SUl X = COS b , 

d\ cos X cos A 

dttï 



= siuX (*). 



Toutes ces formules, ainsi que les analogues, peuvent être obtenues géométrique- 
ment. On les a vérifiées ainsi. 

On a dans le triangle sphérique PII S, cos S = ^ ^ — : cette équation, 

où cos X et cos CD sont toujours positifs, montre que cos S sera lui-même positif, 
si Tune des quantités sin X et sin (D est moindre numériquement que cos w, c'est- 
à-dire si l'astre est à une distance plus grande que ca de chacun des pôles de 
Téquateur ou de chacun des pôles de l'écliptique. S'il n'en était pas ainsi, ce qui 
arrivera rarement dans nos recherches, on prononcerait facilement sur le signe 
de cos S en considérant qu'il est le même que celui de 1 -h tang w tang (D sin •««> , 

comme on le voit par la double valeur donnée ci-dessus pour — • Quant à sin S, 

il aura toujours le signe de cos X. 



(*) En appliquant ces formules toujours au même exemple, on trouve 

dvKf g, d-X .00 ^*^ o 

— = -|-i,o2i5, — = -+-o,33oo, —=—0,3097, 

d(Q « , d(Q ^ rf(D ^,w, 

— .=-o,3o4i, —=+0,9521, — = —0,6454; 

c'est-à-dire que, pour un accroissement de i'^ de la longitude, l'ascension droite et la déclinaison va- 
rient respectivement de + i",02i5 et — o'',3o4i ; pour un accroissement de i" de la latitude, l'as- 
cension droite et la déclinaison varient respectivement de 4- o",33oo et H- ©",9521 ; enfin , pour un 
accroissement de i" de Tobliquité, dû au mouvement de l'équateur, l'écliptique restant immobile, 
l'ascension droite et la déclinaison varient respectivement de — o",3o97 ®' "" o'^6454. 

I. 21 
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lies formules (i4), page loo de TIntroductiois, appliquées directement à la 
détfTmi nation de Tascension droite et de la déclinaison, donnent 

^ sin 6) . 

g lang X = CCS 0) tang ^— __ lang l , 

siii 00 = sln X cos w -h cos A sin m siii 4^. 

Si l'on suppose que la latitude X devienne nulle, auquel cas Tastre est dans 
réclipliqiieT ces formules se réduisent à 

tang Jl> = coso) lang 4^, 
'^^ sin(D = sinc«) sin 4^: 

relations qui serviront à calculer l'ascension droite et la déclinaison du Soleil, en 
uégligpant ia petite latitude de cet astre. On aura ensuite aisément égard à Tin- 
fln( lur de cette latitude X©, au moyen des formules (7) qui donneront pour 
corrections de Tascension droite et de la déclinaison solaire, déterminées par les 
formules (9), 

■» ■ sînS ,* » 

(10) coscD ^ ^'^ 

(î.dDo = -f-cosS (Xq): 

sin S v\ cosS seront donnés par les équations sin S = sin w cosju, cosS= — -^• 
Si ion a formé une Table des coefficients et cos S, cette marche sera plus 

COS(ô ^ ^ 

comte qne l'emploi des formulas générales (4)- Les formules (7) fourniront encore 
les variations de l'ascension droite et de la déclinaison du Soleil, correspondantes 
a un cliangement de l'obliquité employée dans l'application de la formule (9). 

Remarquons enfin qu'on pourra développer ^ en série par la formule (11), 
l>age 99 de TIntroduction. 

5. Proposons-nous inversement, connaissant l'ascension droite x et la décli- 
naison <^ dan astre^ de déterminer sa longitude 4L et sa latitude X. 

Eu no nous arrêtant qu'aux formules reconnues les plus simples, nous au- 

TOWS 

» sin» ^ 

tang 4L= cos w lang X -f- — — tang CD , 
f 1 1 J cos «^ 

. sin X = cos w sinCD — ain w coscD sin X : 
roriMules *|ui, transformées au moyen d'un angle auxiliaire, nous donneront la 
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tangOfc) 



/ \ « cos (y — W ) 
(12) tang41= — ^^ 

tangX =tang(x— w)siii4l5 



tane X , 
cosx 



l'angle S sera ensuite donné par la formule (5), comme précédemment. 

Supposons que l'ascension droite et la déclinaison reçoivent de très-petits ac- 
croissements âA> et (fcD, et que l'obliquité reçoive un petit accroissement &(ô, pro- 
venant du mouvement de l'écliptique : on aura pour déterminer les variations 
correspondantes de la longitude et de la latitude, et en négligeant les termes du 
second ordre, l'ensemble des formules 



(.3) 



iâ^= 



dX ^d(Q ^ do> 



(«4) 



dX d(Q d(a 

rf-f . -i • .0 cosCÔ Cl 

—^ = cos w — sui w tanff A sm Jt =z cos I5, 

dX ° ^ cosX 

dJt sinu ^ sin S 

-7^ = ^ cos JC = T9 

dQ COS ^ cos (j^ ^ cosX 



d^ . ^ x/x • o 

-T-— = — siri w cos J^= — cos (Q sin î> , 
aX 



d\ cosiù cos)i 
dŒ> cos(£) 


sin « sin > . ^ 

sin /* = cos S , 

cosdt) ^ ' 


d.= ''''^' 





En remplaçant, dans les formules (i3), &x et c^CD par leurs valeurs données par 
les formules (6), elles devront se réduire aux identités &J^=^ <^^et <^X = <^X, ce 
qui fournira une nouvelle vérification des coefficients (7) et (i4)» 

Considérons un astre très-voisin de l'écliptique ; en mettant la seconde des for- 
mules (11) sous la forme 

(i5) sini = (tangCD — tangos sin .A.) cosOOcoso), 

et portant la valeur de tangoE) qu'on en déduit, dans la première des for- 
mules (il), celle-ci deviendra 

(.6) tang<L=îî=^4-î^tangX. 

* ' '^^ cosw cos 4;;^ ^ 

ai. 



1 
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Supposons par exemple qu'il s'agisse du Soleil; qu'ayant observé son ascension 
droite A», et connaissant par les Tables la petite latitude de cet astre, on demande 
d'en conclure sa longitude.' Soit ^, la valeur très-approchée de <^, déterminée par 
la formule 

(.7) ■ tangt. = îiîî^, 

et répondant à l'hypothèse où Je Soleil serait exactement dans l'écliptique. On 
aura la longitude par la formule 

{18) •• 4L=4L,-f-tangSx(lG). 

4, Lorsque, outre la direction de l'astre, on aura à considérer sa distance A à 
la Terre, on en obtiendra la projection, soit sur l'écliptique, soit sur l'équateur, 
en multipliant cette distance .par le cosinus de la latitude ou par celui de la décli* 
naison, déterminées^ par ce qui précède. 

Admettons que dans ce cas. on veuille rapporter l'astre à trois axes rectangu- 
laires, des Xy des y et des jç, menés, les deux premiers dans l'écliptique, du centre 
de la Terre à l'équinoxe du. «printemps et au solstice d'été, le troisième au pôle 
boréal de l'écliptique; les coordonnées rectangulaires et édiptiques de l'astre 
auront pour expressions ,,. . 

a: = AcosX cos4^, 

(19) jr==AcosXsin^, 

' > £ = AsinX. 

En remplaçant dans ces formules la longitude et la latitude respectivement 
par l'ascension droite et la déclinaison, on obtiendrait des expressions analogues 
pour les coordonnées rectangulaires et équatoriales de l'astre. 

II. — Coordonnées JvéliocerUriques . 

5. On peut mener, par Iq centre du Soleil, le plan de l'écliptique et un plan 
parallèle à l'équateur, et rapporter les positions des astres à ces plans et à leur 
intersection. Il en résultera deux systèmes de coordonnées héliocentriquçs^ aux- 
quels on appliquerait ce que nous avons dit des coordonnées geocenlriques. Nous 
ne nous y arrêterons pas. Mais, attendu que le Soleil est le centre des mouvements 
planétaires, nous allons examiner comment on peut définir la position d'un astre, 
mobile dans un plan passant pat* le centre du Soleil. 

Soient toujours {PL I^fig. q) Te et T E les intersections de l'écliptique et de l'é- 
quateur avec la sphère.Soipnt S le.centre duSpleil elN w l'orbite de la planète con- 
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sidérée, cette orbite étant remplacée^ pour plus de siiqplicité, par sa trace sur ]a 
sphère. , 

Supposons que la planète, allant de N vers m, perce Técliptique au point N, en 
s'élevant au-dessus c|^ ce plan vers la région boréale du ciel. Le point N est le 
nœud ascendant de la planète, et la droite SN menée de ce nœud au centre du 
Soleil est dite la ligne des nœuds; son prolongement contient le nœud descendant , 
situé à Topposite du ciel par rapport au point N. L'angle T SN compris entre la 
ligne des nœuds et la Ifgne des équinoxes, compté à partir de cette dernière dans 
le sens du mouvement de la Terre et jusqu'au nœi\d ascendant, est la longitude 
du nœud ascendant. Nous la désignerons dans la suite par 6. C'est le premier 
élément dont la connaissance soit nécessaire pour la détermination de la posi- 
tion du plan de l'orbite d'une planète. 

Le second élément dont nous ferons usage, sera Vinàlinaison de l'orbite sur le 
plan de l'écliptique, inclinaison que nous désignerons par ç. Pour la définir sans 
ambiguïté, supposons que la partie SN £ de l'écliptique, prise à partir de SN et dans 
le sens du mouvement de la Terre, se relève au-dessus du plan de l'écliptique, en 
tournant autour de SN jusqu'à ce qu'elle ait atteint le plan de l'orbite; l'angle dé- 
crit dans ce mouvement sera celui que nous prendrons pour l'inclinaison 9. Si cet 
angle est inférieur à 90 degrés, la projection du rayon vecteur de l'astre sur 
l'écliptique parcourra le plan dans le sens du mouvement de la Terre : le mou- 
vement sera direct. Ce sera le contraire si 9 surpasse 90 degrés : le mouvement de 
l'astre sera rétrograde. 

La situation de l'orbite étant ainsi fixée, considérons une position particulière 
de l'astre, que nous supposerons placé en m pour ne pas changer de figure. Joi- 
gnons cette position au Soleil par une droite. La distance S //z est le rayon vecteur r 
de Tastre; et Ton a coutume de donner le nom de longitude vraie s} dé l'astre à 
la somme des deux arcs T N et N /w, en sorte qu'on a V = T N -h N /w. Il est clair 
qu'étant donnés la position de l'orbite, la longitude vraie v et le rayon vecteur r, 
la position de l'astre est complètement déterminée. 

Abaissons l'arc de grand cercle mm^ perpendiculaire sur l'écliptique. Cet arc est 
la latitude héliocentrique s de la planète. L'arc T m^ est la longitude héliocen- 
trique v,. Connaissant ç, 0, v et /*, on obtiendra i^< et j|, ainsi que la projection r< 
du rayon vecteur sur l'écliptique, au moyen des relations 

tang {y^ — 6) = cos 9 laug [y — 6) , 
I sin^ = sinçsia(i'-7-:P)) . 
^ ' ' l tang s = tang 9 sin {y^ rn?) ♦. 

r, = rcos5. 

Lorsque rinclinàison y est petite, ainsi que cela a lieu pour la plupart des pla- 
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netes, on peut développer la première des équations précédentes au moyen de la 
série (i i), [)age 99 de TIntroduction, et calculer la longitude héliocentrique i^, 
par lii formule 

tang' - tang* - 

^ ' sm I ^ ' sm 2" ^ ' ' 

lu qiuuiiilé qu'on doit ajouter à v pour obtenir v^ porte le nom de réduction à 

técliptique. 

Si V, Tj ç et Q reçoivent de'petits accroissements c?(^, c?r, c?ç et c?9, on calculera 
les accroissements correspondants de i^^, ^ et r^ par les formules 

dif d(f ' /z0 

dry ^ dry . , '^''i * . dr^ . 

dr dif d(f ' r/6 

dans lesquelles on donnera les valeurs suivantes aux coefficients : 

dif, cosy 



dv cos' s 

dt 

di^ 



^' = — lang5C05(t^i — 9) = ^^^ sin 2 (i'i — 6) , 



{-<) 



2 sm' - — sm' s 
dif y cos o 2 . 

d^ cos'f cos'j 

^j ds . / û\ 

*=££!! sm(^-ô)=sin(»'.-e), 
d<f cosj ^ ' ^ ' 



d^ 


= 


— sin(pcos(i'i- 


-6), 


dry 
dr 


= 


cos^, 






dr, 


= 


dry 
dB "" 


. ds 
— r sm 5 -7- 7 
dv 


dry 
d^ 


= 


— rsin^ 


ds 




dry 
dQ 


= 


— rsîn5 


ds 

7b' 





(les méuie^i formules donneront les dérivées de i^i, ^ et t\ par rapport au temps^ 
quand ou aura celles de p et r. 
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6. Connaissant /•<, i^i et s, on calculera les coordonnées rectangulaires hélio- 
centriques x, jr, z par les formules 

(5) X = Ti cosj'i, J = r\ sîn j^j, 5 = Ti tang5 = r sinj. 

On peut aussi obtenir les expressions de ces coordonnées par la projection 
directe du rayon vecteur sur les trois axes : on trouve ainsi 

- = ces [if — 0) cos — sin {y — 0) sin 9 cos (j) , 

(6) - = cos {y — fl) sin0-f- sin [u — 0) cos cos (p, 

- = siiKpsin (f^ — 0). 

La somme des carrés des trois seconds membres est égale à Tunité. 

Si Ton remplace cos 9) par i— asin^ -> ces formules pourront être écrites 
comme il suit : 

- = cos i^ -f- 2 sin' - sin sin [y — 0) , 

(7) - = sin^»-^ 2 sin' - cos sin (vf — 0), 

- = sinçsin(i' — 0) : 



expressions qui seront utiles lorsque ç sera très-petit. 

Supposons encore que Fastre soit rapporté à deux axes rectangulaires Sx, 
et Sjr^ tracés dans le plan de son orbite et dont la position soit définie par l'angle 
T SN H- NSjCi = BT : admettons en outre que Tastre soit élevé d'une petite quan- 
tité 2| au-dessus du plan de son orbite, ainsi que cela peut arriver par l'effet des 
perturbations, et proposons-nous, connaissant les coordonnées x^^jr^^ z^, de dé- 
terminer les coordonnées x^ y et z. On y parviendra aisément par la projection 
de l'ensemble des premières coordonnées sur les axes des ar, des y et des z, ce 
qui fournira les formules 

jc = -f- a:i{cos {xs — 0) cos0 — sîn (or — 0) sin0cos(p| 
-f-ji I — sin (xs — 0) COS0 — cos {xs — 0) sin cos ^| 
H- -3, sin sin ç, 
. y = -j-Xi|cos [xs — 0) sîn0 -i-sîn [xs — 0) cosflcosçj 
(8) -f-Ji { — sin [xs — 0) sin 0-4- cos [xs — 0) cos0cosçj 

— Zicos0siny, 
z = + Xi sin [xs — 0) sin ç 
+y, cos [xs — 0) sin y 
-f- ^1 cos (p. 



I 
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On tire de ces relations x^ -^j^ -h z^ = x^ -h jr\-+- zj, ce qui sert à les vérifier. 
En y faisant a:^ = rcos (p — w), /i = r sin (p — tjt) et z^ = o, elles reproduisent les 
formules (6). On pourra les rendre plus commodes dans le cas des faibles in- 



clinaisons en y remplaçant cos 9 par i — 2sin^ -? comme on Ta fait pour les 



2 



formules (6). Enfin, lorsque Ton connaîtra les dérivées de a:^^ y^ et z^ par rap- 
port au temps, ces mêmes formules (8) donneront immédiatement les dérivées 
lie x^ y et z. 

7. Les formules précédentes sont rapportées à Técliptique; mais il est clair 
qu'on les rapporterait sans difficulté à Téquateur si Ton connaissait [PL lyjig. 2), 
au lieu de Tinclinaison 9 de l'orbite sur Fécliptique, son inclinaison = mN< E sur 
réqiiâteur; au lieu de la longitude Q du nœud ascendant sur Técliptique l'ascen- 
sion droite © = T N, du nœud ascendant de la planète sur Téquateur; enfin, au 
lieu de l'angle c^, Tangle V = T N, 4- N| m. 

Or on a, en désignant NN, par a^ 

et le triangle t NNj va nous faire connaître 0, a et $. Nous ferons pour cet objet, 
dans les formules (7) et (17), pages 97 et io3 de TIntroduction, A = w, ô = ©, 
B — y, c = 0, C = 180® — î>, et nous y laisserons subsister a. Les premières de 
ces formules donneront ainsi 

. 4> . a — . ô . w — © 

sm - sm = sin - sin 1 

22 22 

. <ï) a — ô.w-f-? 

sm - cos = cos - sm 1 

22 22 

COS - sm = sm - cos i-» 

22 22 

* a-h© ô «4-9 

cos - cos = cos - cos ■ 



2 2 22' 

et les secondes fourniront 

cos4> = coso) cos(j) — sino) siny cos 6, 
(il ) sinôcot© = sinci) coiy ■+• cosod cosô, 

sîn cot a = cola) sin(j) -4- cos y cos 0. 

ïî> et © étant connus par ces formules (11) ou par les formules (10), et V par 
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la formule (9), on calculera directement, et sans avoir besoin de passer par la 
longitude et la latitude héliocenlriques de Tastre, i** l'ascension droite et la dé- 
clinaison héliocentriques ainsi que la projection du rayon vecteur sur l'équateur 
par des formules analogues aux formules (i) : on pourra aussi déterminer la 
formule de la réduction à Téquateur, analogue à la formule (2); 2? les variations 
différentielles de ces coordonnées polaires héliocentriques par les analogues des 
formules (3) et (4) ; 3** enfin les coordonnées rectangulaires et équatoriales de 
l'astre par les analogues des formules (5), (6), (7) et (8). 

Nous avons dû raisonner jusqu'ici comme si Téquateur et l'écliplique étaient 
rigoureusement invariables : nous aurons plus tard égard à leurs déplacements. 

• • ■ 
8. Au lieu de définir la position de l'orbite d^un astre m par la longitude 6 de 
son nœud ascendant et par l'inclinaison cp^ nous ferons souvent usage de deux 
auxiliaires p et q^ liées aux éléments par les relations 



^ = tang(psin9, 
(12) 

y = langocosG; 



relations dont on déduit inversement 

(13) ^°«' = ?' 

Ces auxiliaires p et q offriront des avantages lorsque l'inclinaison 9 de l'orbite 
sera très- petite. 

9. Considérons maintenant; outre l'orbite d'un astre /w, celle d'un second 
astre m', et proposons-nous de déterminer la situation relative de ces orbites. 

Te représentant l'écliptique {PL I^fig- 3) et T étant Téquinoxe du prin- 
temps, appelons Q et 0' les longitudes des nœuds ascendants N et N' de /n et m', 
9 et (f' les inclinaisons ON s et GN's de ces orbites. G est le nœud ascendant de m 
par rapport à m'. Désignons par t l'angle TN4-NG, par t' l'angle TN' + N'G, 
par 7 Tinclinaison mutuelle des orbites. 

Pour déterminer les inconnues, nous comparerons le triangle GN'N au triangle 
fondamental de Hntroduction, art. 12, en posant 

A = 180'^ — 9, B = (p', C = 7. 

I. aa 
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L(*s formules (7), page 97 de TIntroduction, donneront ainsi 

sm - sin ^^ ^ = sin sm ? 

22 22 

. 7' (t' — Ô') + (t— 0) ' — 0'. <p— o' 

sni-cos ^^ ^=cos sin- '—^ 

22 22 

7 . (t'-0')-(t-0) .0-0' ^H-f 

cos - sm ^ ^ i ^ = sin cos > 

22 22 

y (t'— 0')— (t — 0) — 0' a» — !»' 

COS - cos = cos cos — ; 

^2 22 

et, par la niême transformation, les formules (17), page io3 de TIntroduction, 
de^ie^dron^ 

cos y == 4- cosç cos(p'4- sin y sin ç' cos (ô — 6') , 
( I f>) sin (Q — e') roi (z'—Q')= — cot 9 sin y' -+- cos (f' cos (Ô — 0') , 

Bin(0 — Q') cot(T — Q) = -f- sin<pcot(p' — cos ç cos (0 — 6'). 

On tirera t', t et y soit des formules (i5), soit des formules ( 16), auxquelles on 
peut d'ailleurs adjoindre les suivantes : 

, , siniT — 0) sin(T'--0') sin (0 — 0') 

( 1 r ) ^ = ^ = ^ . 

' ^ ^ ^ sin <p' sin ^ sin 7 

Nous aurons ultérieurement besoin de connaître les dérivées des inconnues y, 
t' et T par rapport aux données (p, 9', d et 0'. Ces dérivées sont immédiatement 
fournies par les formules (19), page io3 de riNTRODUCTiois, dans lesquelles on 
attribue aux lettres qu'elles renferment leurs valeurs (i4)- O" obtient ainsi 



^ = cos(T-e), 



18) 



^7 

? 

</t' sin(T— 0) eir sin(T — 0) 

d^ sin 7 d<f tang7 

^,= -COs(T'_^/), 

— -^ ^i"(^' — Q') ^ _ sin(T' — ') 

^cp' tang7 dff^ sin 7 

^ = — ^ = sin ^'sin (z'— Q') -^ sin y sin (r - ô) , 
dQ'~^ ~'~ ûï 



-:— ^COSlT 0), 



Sin 7 



dT dx sinç . , ... 

dB dO' sin7 ^ ' 
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Proposons-nous un problème inverse du précédent et dont nous rencontrerons 

l'application. Admettons que Torbite de m' étant supposée fixe, l'orbite de m 

éprouve un petit mouvement en vertu duquel t' augmente de ùx' et 7 de c^/ : 

quels seront les accroissements correspondants de ç), de et de (t — 0)? On a 



(^9) 



'h 

Pour trouver les valeurs des coefficients, il faut supposer que le triangle N'NG 
soit déterminé par le côté N'G et les deux angles adjacents, et y appliquer les 
formules (19), page io3 de TIntroduction, en posant dans ces formules c = t'— 6' 
et C = 1 80^ — y, a = T — 6 et A = ç', è = 9 — 6' et B = 7. On trouvera ainsi 

, , r/0 sinv , ^. dO sin(T — ô) 

(20) — .■=-^-:— ^cos(r— , -- = — \ 1, 

^ ' dz sin (p ^ ' «7 sin 7 

dr sin <p ^ ' rt -y tang ^ 

10. En multipliant membre à membre la première et la troisième des équa- 
tions (1 5) et de même la seconde et la quatrième, on obtient 

sîny |cos(r — 0) — ros(T' — 6')} = 2 sin (9 -4- (p') sin* 

siny |cos(t — 6) H- cos(t' — 0')| = 2 sin(<ï> — ç') cos* , 

équations dont l'addition membre à membre fournit ^ 

(22) sin7Cos(T — Ô) = sinycosçp' — sin ç' 00s îp cos (6 — 6'). 

Cette dernière relation serait donnée directement par la seconde des rela- 
tions (8), page 98 de TIntroduction ; et les formules (17) du chapitre actuel 
donnent d'ailleurs 

( -43) siny sin (t — 6) = sin(j>' sin (ô — 0'). 

Si nous résolvons les deux dernières équations par rapport à sin 7 sin t et 

22. 
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siti y cos T^ et si jxQus posons, conformément 4 la notation indiquée ciniessus, 

p = tan g (j? sîn ô , p' = ^^^^ ?' siii 6', 
^ ^ ^= tang (j) cos 9 , ç' = tang op' cos 6', 

elles donneront, après les réductions convenables, 

sin7 . j ' . , <p tang <?' - /û An û '' ^ 

^ — -sinT=:p — p -f- 2 sur -^ — 5-î-siii(0 — 0Mcos0, . 

. .^. coS(ï>cos(j> . . . a cosç> ^ ( ^ . . , 

-^îî:l-,cost = ^-^'-2sin»îîîî^sm(9-9')sine; ' 

COStpCOSy' ' ' 2 COS^ \ j , 

équations qiii fourniront toujours y et t sans ambiguïté, sin y étant essentielle- 
' ment positif (*). 

i ' ■■ • ■ - . ■ . ■ . . . ...... 

(*) Appliquons ces formules à la détermination de la situation de Forbite de Mercure par rapport à 
celle de Vcnivs au i*^*" janvier i85o. On a dans ce cas r 

ç= 7» o'8",i6 «p'= 3°23'3o",75 

9 = 46.33.3,25 0^=^75.19. 4,ïS 

tang«p= 1 ,089 2858 tangy'= 2,7728250 

sin =:; 1 ,8609280 sin 0' = i ,9855821 

cos = 1 ,837 4o53 cosô' = 1 ,4o3 9045 

■ ■ ' " " " ' ;;£_ ' ' ' 

log/7=r 2,95o2i38 log/>' = 2,7684071 

log y = 2,9266911 log^' = 2,176 7295 

. ;> = 0,089 16898 />' = 0,057 333 32 

<7 = 0,084467 7^ ^' = o,oi5o22o6 

On en déduit, en laissant en évidence les valeurs particulières des termes du premieriet du troi- 
sième ordre daus les seconds membres des équations (25), 

— 7sinT = o,o3i 835 66 — 0,000 i47 4ï =o,o3i 688 25 

COS«pCOSf 7 -ry T 7 

sin *y 
^-^ '- — ; cosT = 0,060445 72 + 0, 000 i55 61 = 0,060601 33 

COSÇCOS(p' ^ VT-r J 7 9 ^ 

• T = 24«28'44:',i5 7 = 4020/44^10 

^application des formules (i5) au même exemple donne 

t'= 240 34' 43^24 7 = 40 20* 44", 10 

T = 24.28.44» ï6 
r' — r= o. 5.59,08 

Les formules abrégées (28) donnent, de leur côté, 

T = 24o37'4o",49 7 = 4022'7>85 

elles sont en eiTeur de 83" sur Tinclinaison 7 et 4e 8' 56" sur Tangle t : pour, comparer cette er- 
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En élevant an carré l'eà'déui membres des équations (^5) et ajoutant membre 
à membre les résultats, on trouverait encore, après quelques réductions, 

Toutes ces formules sont générales. Si Ton suppose que y et 9' soient très-pe- 
tites, auquel cas il en est de même de /?, q, p' et ç', et qu'on néglige les termes 
très-petits et supérieurs de deux ordres à ceu:?^ qu'on conservera dans chaque 
formule, on aura simplement 

.... .,..,.♦ sinysiiiT = ;?. — p/, 

sm y cos r z= g — q j 

équations qui détermineront le nœud ascendant et l'inclinaison de m sur m' avec 
une exactitude suffisante dans un grand nombre de cas. 

A la place des équations (aS), on pourrait employer les suivantes qu'on forme- 
rait de la même manière ou qu'on déduirait des formules {i5) en permutant 
les lettres accentuées avec les lettres non accentuées et changeant sin y de signe : 

~ — ; suit' = p — p -h 2 sm' ^ sm (fl — «>') cos S', 

. ^^ COSçpCOSf '^ '^ 2 COSf ^ ' 

''°^ , cost'= ^ - 7'- a sin» Î-' î?^ sin (0 - S') sin5'. 

COS ^ COS f 7 7 2 COSy' ^ ' 

La première de ces formules, comparée à la première des formules (aS), donne 

^(sint'_sint) = asin{e-e')(3m'^'^cose'~sin«^îî^cos9V 
COS y' ^ ' ^ ' \ 2 COS (f' 2 COS 7 y 



sm*; 



COS <f cos ^ 

d'où l'on voit que la. différence entre t' et t est de l'ordre des carrés des incli- 
naisons. 

Si l'on néglige les termes d'ordre supérieur dans cette formule, elle donnera 



reur de t à celle de 7, il faudrait la multiplier par sin 7, ce qui la réduirait à 4'" environ. 
Enfin on obtient , par léis formules abrégées (29) ou (3o), 

quantité qui est trop forte d'un peu plus de 2'\ 

Très-souvent les formules abrégées (îi8) , (29) et {3o) seront sufïïsantes dans les calculs des pertur- 
bations, et il en Tésuhei»a alors de grandes simplifications. 
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simplement 

(29) t' — r = ^r^ tangç tang(p'sm(ô' — S) , 
ou encore 

(30) r'-r==^igp'-pg'). 



111. — Passage des coordonnées héliocentriques aux coordonnées 

géocentriques . 

H- Soit mené par le centre S du Soleil ( PL /, Jig. 4)> ^t par la ligne S T des 
équînoxes un plan '^Sj* qui sera à volonté Técliptique ou Téquateur. 

Soient t le centre de la Terre , t^ sa projection sur le plan fixe ; H^ l'angle 
TSi^i, ht Fangle ^S^^; R la distance de la Terre au Soleil, Ri la projection 
de cette distance sur le plan fixe. On a R, = Rcos^^. 

Soient pareillement m l'astre considéré, m, sa projection sur le plan fixe; 
ïi,„ l'angle TS/?î|, hm Tangle inSm^ ; r la distance de m au Soleil, r^ sa projection 
sur le plan fixe. On a r, = rcosA,„. 

Soient enfin G;;^ l'angle de t^ m^ avec la ligne des équinoxes, gm Tinclinaison 
de toi sur le plan fixe; A la distance tm^ Ai la projection de cette distance. On a 

Cela posé, si nous projetons les trois côtés du triangle S^< m^ successivement sur 
la ligne des équinoxes et sur sa perpendiculaire, si nous projetons, en outre, les 
trois cotés du triangle Stm sur une perpendiculaire au plan fixe, nous obtiendrons 
les trois équations 

Al sin G,„ = Tj sin H,„ — Rj sin H^ , 
( I ) A, cos G,„ = r, cos H,„ — R, cos H^ , 

A, tangg,,, = r, tang A„.— Rj tang/i, : 

les seconds membres étant connus par la théorie du mouvement héliocen trique, 
on conchu^a de ces équations les inconnues G^, §m et A|. De la valeur de A, on 
déduira celle de A, si l'on en a besoin. 

En projetant les triangles S t^ m^ et S /m sur d'autres droites rectangulaires, on eût 
obtenu d'autres équations pouvant remplir le même rôle que les équations (i). Il 
importe de choisir, parmi tous les systèmes d'équations qu'on peut employer 
ainsi, celui qui est le plus simple, et l'on y arrive en projetant le triangle St^m^ 
sur son côté même Sw,, et sur une perpendiculaire à ce côté, menée dans le plan 
fixe, l^es équations auxquelles on parvient peuvent être déduites des équations ( i ), 
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en retranchant de la première multipliée par cos H;^ la seconde multipliée par 
sinH,„; en ajoutant ensuite à la première multipliée par sinH,^ la seconde mul- 
tipliée par cosH;„. Laissant d'ailleurs subsister la troisième sans changement, on 
obtient la solution 

A, sin (G„. — H,„) = — R, sin (H, — H«) , 
(^) A,cos(G„.-H„.)=:r,-R,cos(H,-H,„), 

Al tang^,„ = Ti lang h^ — Ri tang h, , 

les deux premières sont pareilles aux équations (la), page 91 de TIntroduction. 
Si les coordonnées héliocentriques de la Terre et de Tastre m ont été directe- 
ment rapportées à Téquateur, comme il a été expliqué ci-dessus, on arrivera pa- 
reillement aux coordonnées géocentriques équatoriales. G^^, sera l'ascension droite 
de Tastre, g^ sa déclinaison. Mais si les coordonnées héliocentriques ont été rap- 
portées à Fécliptique, G„ et g^ feront connaître la longitude et la latitude géocen- 
triques, après quoi il restera à passer à l'ascension droite et à la déclinaison par 
le moyen des formules (4), art. 2. 

12. Considérons en particulier le cas des coordonnées écliptiques. Nous devons, 
conformément aux notations antérieures, poser G,„ = ^, g;„ = X , Hm=: \>^ , /?,„ = s. 
La latitude h^ de la Terre vue du Soleil est égale et de signe contraire à la lati- 
tude A du Soleil vu de la Terre; enfin la longitude H^ de la Terre, longitude qu'on 
désigne quelquefois par le signe J, est égale à la longitude géocentrique ©du 
Soleil, augmentée de 180 degrés, en sorte qu'on a 

H,= S=0-ki8o°, 
h^^ — A, 

Par le moyen de ces substitutions, les équations (2) deviennent 

A, sin(4:^— i^i) = R, sin (© — i^i) , 
(3) Al cos (C— i^i) = ri + Ri cos (© — m,) , 

Al lang X = r, tang * -i- Ri tang A . 

Si au lieu de projeter le triangle S^^ m^ sur son côté /-, et sur une perpendicu- 
laire, on l'eût projeté sur son côté R^ et sur une perpendiculaire, on fût arrivé à 

la solution 

Al sin(C— ©) == ri sin(i^, — ©) , 

(4) AiC0s(41— ©)=:Ri-+-riCOs(f^i — ©), 

Al tang X = ri tang jH- Ri tang A . 
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On emploiera Tun ou l'autre des systèmes (3) et (4). C'est sous la dernière 
forme que nous avons résolu les équations csinA = a sin C et c cos A= b — a cosC, 
page 91 de TIntroduction, puisque nous avons supposé que b était la distance de 
la Terre au Soleil : la latitude du Soleil étant toujours très-petite, R| peut être rem- 
placé par R. Quant à la longitude du Soleil, qui est employée dans ce calcul, elle 
doit être la longitude réelle de cet astre : en sorte que si Ton ne connaissait que sa 
longitude apparente, on devrait, avant d'en faire usage, la dépouiller de Faberra- 
tion, 

T.a petitesse de A permet de simplifier le calcul qu'on doit effectuer pour tirer 
la valeur de X de la troisième des formules (4). Soit, en effet, X^ une valeur 
tres-approchée de X, calculée par la formule 

(5) Al tang Xo = Ti tang j. 

En liraut de la troisième des équations (4 ) la correction que la valeur Xo ainsi cal- 
culée doit recevoir, en vertu du second terme du second membre de l'équation, 
pour qne Xq devienne égal à X, on aura 

(<î) X = X,-h(|cos«X,)A. 

Or il sera plus court de déterminer directement cette petite correction de Xo, plutôt 
que de calculer la somme des deux termes du second membre de la troisième des 
équations (4)- 

13, Si les coordonnées i'i, r, et s de l'astre m reçoivent de petits accroisse- 
ments âifi, c?.r| et &s^ les accroissements correspondants de <, A, et X seront 
donnés par les formules 

ds d(\ dri 

Vouv obtenir les dérivées de 4L et A, par rapport à i^, et r^ nous aurons recours 
aux formules (^ao), page 94 deFlNTRODUCTiON. En y posant c = A|, A = C— ©^ 
n = r^^ C=:i8o°— (v'i — O) et B= —(-C — ^iX ces formules donneront 

dl»^ àx ^^ ' dn A, sin I 

— = r, smi"sm(<.— f.), -^ =cos«,— >/.), 
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après quoi la différentiation de la troisième des équations (4) donnera, en né- 
gligeant A, 

d\ r, cos'îl r cosX 

fh A, cos'j A cosj 

^g) — = — -^ sinXcosisin(.(^ — Mi) = ~sinX cosX sin(^ — ©), 

//r,. . ri sini" ( A, ^^ *^) r, sini" A» ^^ ^^ 

£n rapprochant ces formules des formules (3) et (4), page i66, qui font con- 
naître (?t^<, es el ^r^ en fonctions de cJi', è r^ &^ et &9y on en conclura les va- 
riations du lieu géocentrique de l'astre en fonctions des variations des données 
par lesquelles nous avons défini le plan de l'orbite et la position de l'astre dans 
ce plan. Nous ne développons pas ici ces nouvelles expressions; c?p et Jr étant 
elles-mêmes des fonctions d'autres éléments, nous attendrons que nous ayons 
obtenu leurs valeurs pour voir comment le calcul des variations des coordon- 
nées géocentriques peut, en définitive, être établi de la manière la plus simple. 

Cherchons encore quels changements de petites variations dans les coordonnées 
du Soleil apportent dans les coordonnées géocentriques de l'astre. La considération 
des écjuations (3), qui ne diffèrent des équations (4) qu'en ce que v^ et r^ y sont 
remplacés par O et R| , et réciproquement, nous donne pareillement 

(.0) • n = ^ÔQ^^Ô^r, 



rf0 ^ dh., 

rf© A, *^^ ^>' rfR, A,sini' 

^=R.sini''5in(41-0), ^=cos(C-0): 



après quoi la différentiation de la troisième des équations (3) donnera 

d\ 
dQ 



/ V dli R, . ^ ^ . , ^. dl sinXcosX . ^. 



IV. — Des parallaxes. 

14. Lors même qu'un astre serait immobile, ses coordonnées géocentriques 
varieraient par suite du déplacement de la Terre. Voyons comment on peut 
I . 23 
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estimer les variations annuelles de la position apparente d'un astre, produites 

par le mouvement de la Terre. 

Reprenons les équations (2), art. H. II;„, h^ et r^ sont invariables; H^ , hg 
et R< varient avec la position de la Terre. Si les distances t\ et R< différaient peu 
Tune de l'autre, on n'aurait d'autre moyen de déterminer le changement de 
l'angle géocentrique G;;, que de déterminer les valeurs de cet angle, pour les 
différentes positions de la Terre, au moyen des formules complètes, et dfi prendre 
ensuite les différences de ces valeurs. Mais, comme dans les applications du 
problème qui nous occupe, R, est toujours très-petit par rapport à /•<, on peut 
f>bt*mir une solution plus simple par le développement en série suivant les puis- 
sances ascendantes de —• 

n 

Comparons les formules (a), art. H, aux formules (iti), page 91 de FIntro- 
nuCTiON, en y faisant c=A^ et C=H;„— H^; a = 'R et A = G;„— H^;,; enfin b = ri. 
La si^rie (i4), page 92 de TIntroduction, nous fournira immédiatement 

R. /R.y 

formule qui donne Tangle que Ton doit ajouter à la coordonnée héliocen trique 
constante H,„ pour avoir la coordonnée géocentrique variable G,;,. On développerait 
de même A, et g,„ en série : nous allons nous borner aux deux premiers termes de 
chacune de ces expressions, les termes suivants n'étant nécessaires qu'au calcul 
tlo la parallaxe lunaire que nous ne considérons pas ici. 

i .orsqu'on suppose R< = o dans les formules (a), art. H , elles donnent G;„ = H,„, 
A( = Ti et gfn=^hfn* Si l'on rétablit ensuite les termes en R» et qu'on tienne compte 
de leurs premières puissances, on obtient 



'1 Slll 1 

('-') A, = r,-R. cos(H„-H,), 

g.n = h^ H- jr^r^r cos* //,„ [ lang /i,„ cos ( H,„ — H, ) — taiig h, \ . 

Ijes seconds termes des seconds membres, dans chacune de ces formules, sont 
dits les parallaxes annuelles des coordonnées correspondantes. 

Si nous supposons que H^ soit la longitude héliocentrique i^, d'une étoile, et 
hfn sa latitude héliocentrique ,y; si nous désignons par r sa distance au Soleil, ce 
qui fournit r^ =rcoss; si enfin nous néghgeons la petite latitude kf de la Terre, 
nous ti'ouverons pour la longitude et la latitude géocentriques Cet X de l'étoile 
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les expressions suivantes : 

y = 1^1 : — ;, siiWi', — O)» 

. ^ rcoss sini" ^ ' 

R 

i = J : ;; sill S COS ( l'i — © ) . 

r sm I ^ ' 

Les seconds termes des seconds membres sont dits les parallaxes annuelles de la 
longitude et de la latitude de Tétoile. 

Il est clair qu'on trouverait de la même manière les parallaxes annuelles en as- 
cension droite et en déclinaison, en substituant dans les formules (2) ces coor- 
données au lieu de la longitude et de la latitude que nous venons d'y introduire : 
seulement //, ne devrait plus être réduit à zéro; il serait alors égal à la déclinai- 
son du Soleil prise en signe contraire. 

iS. Nous avons donné le moyen, connaissant les coordonnées liéliocentriques 

d'un astre, d'en conclure les coordonnées de cet astre, vu du centre de la Terre. 

Mais l'observateur se trouve à la surface : il est donc nécessaire d'apporter aux 

coordonnées G,;,, g;„ et A, des corrections propres à les ramener à ce qu'elles sont 

réellement pour l'observateur. 

Lie problème est évidemment le même que le précédent, et nous en obtiendrons 
la solution au moyen des formules (2). Considérons, par exemple, les ascen- 
sions, droites. Il faudra remplacer H^,,, h^n et r^ respectivement par <A>;„, (^^ et 
^^^ Acos(Jfe),„; ^^OT et (^,n étant l'ascension droite et la déclinaison de w, et A sa 
distance à la Terre. Pareillement, il faudra remplacer 11^ par ^i,^,, ascension droite 
de l'observateur rapportée au centre de la Terre; hc par ce>o, déclinaison de l'ob- 
ijerv^ateur; enfin R| par pi= pcosQo^ p étant la distance de l'observateur au 
centre de la Terre. Les valeurs de Gm — H,„ et de g,„ — h„, deviendront ainsi les 
parallaxes d'ascension droite et de déclinaison, telles qu'elles doivent être ajou- 
tées aux coordonnées de l'astre, vu du centre de la Terre, pour en conclure les 
coordonnées de l'astre vu d'un point de la surface. En les désignant par &^^,n 
et c?(D/ni on aura 

^ pcoscôt sin(«il.>,n— eVo) 

^ ^ ^ psintOo ces (Dm p cos(Qo sincD^ cos(».Vn.-- -Vq) 

Outre rJU,„, (î),„ et A qui dépendent de la situation de l'astre, ces formules ren- 
ferment ^i,oî ®o ^^ P q^i dépendent de la position de l'observateur à la siurface de 
la Terre. Voyons comment on obtiendra ces dernières quantités. 

2:1 
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Xy est égale à Theure sidérale au moment de l'observation; on réduira cette 
heure en degrés en la multipliant par i5. 

Pour i [(^terminer p et cOq^ considérons {PL I, Jig. 5) la section méridienne de 
Ja Terre, supposée un ellipsoïde de révolution; et, N étant le lieu de Tobserva- 
tpur, in* lions en ce point la normale NN, à l'ellipse, et le rayon NCau centre de 
hv Tervi'. L'angle NN| A est la latitude terrestre H de l'observateur. L'angle NCA 
est sa déclinaison qu'il s'agit de déterminer, ainsi que le rayon p = CN. Si 
nous négligeons le carré de l'aplatissement s de la Terre, nous aurons d'abord 



(5) 



p = a — as sin*H, 



a (lésigiiaiit le rayon de l'équateur terrestre. D'autre part, la longueur NN| de la 
normale a pour expression, au même degré d'exactitude, NN4 = a(i— 2£)+a£sin*H, 
et lridistanceCN,,dupiedde la normale au centre de l'ellipse, est GNi = îaa£CosH : 
d*oii Von déduit 



(è) 



(D. = H- 



sin2H. 



En comparant le rayon a de l'équateur à la distance moyenne de la Terre au 
Soleil , prise pour unité, distance à laquelle nous rapporterons également le dé- 

nomin:U4Air A des formules (4), on aura-Ay, =8", 58. L'aplatissement e est d'en- 
( 5?" ) * ^" P^^* donc calculer p et (D© par les formules 
•J-j^ =8^58 { I— o,oo33 sin*H) , 



viron 



(7) 



(î)o = H— 688'^in2H. 



L^* plupart du temps on pourrait même négliger les termes dépendants de l'apla- 
lissomeiitj s'ils n'entraient pas uniquement dans une constante relative à chaque 
observatoire et déterminée une fois pour toutes en chaque lieu (*). 



(*) Oïl Hoiivera, parc 
latit. H 


xemple 
sini" 


> 


^sini" 


logsinCDo 


logCOSCOa 


psinCDo 
sini" 


pcos(D« 

Sittl" 


OK'piiwiuli.. 5 1.28. 38 


8^56 
8,56 
8,56 


48 38 5i 
51.17.27 
54.32. I 


0,982 47 
0,982 47 
0,982 47 


^,875 44 
1 ,892 28 
7,910 87 


1,820 00 

1,796 i3 

1,76360 


6;^3 

6,68 
6,97 


5",66 
5,35 

4r97 
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Lorsque l'astre sera observé dans le méridien^ Tascension droite ^1^,0 d^ l'obser- 
vateur sera égale à Tascension droite x^ de Tastre. La parallaxe en ascension 
droite deviendra nulle, et la parallaxe en déclinaison se réduira à 

(8) cî(D^=^^sin((î),-(ôo), 

le facteur / ,, étant la parallaxe horizontale de Fastre, et (E>^ — (Do sa distance 

zénithale, cette expression n'est autre que celle de la parallaxe de hauteur, ainsi 
que cela devait être. 

On arriverait directement aux formules (4), en considérant le triangle formé 
par le pôle, le zénith et le lieu réel de l'astre. La connaissance de la distance du 
zénith au pôle, de l'azimut et de la distance zénithale de l'astre, permettent de 
calculer, dans ce triangle, l'angle au pôle et la déclinaison de l'astre. Or, si l'on 
attribue à la distance zénithale une diminution égale à l'effet de la parallaxe, on 
en conclura, par les formules différentielles de I'Introduction, la variation de 
l'angle au pôle, qui est égale à la parallaxe en ascension droite^ et, en outre, la 
parallaxe de déclinaison. 

Les parallaxes en longitude et en latitude pourraient aussi être déterminées 
directement. Les formules (4) serviraient à cet objet, en y remplaçant les ascen- 
sions droites et les déclinaisons de l'astre et de l'observateur par les longitudes 
et les latitudes correspondantes, déterminées au moyen des formules (4), art. 2. 
La longitude et la latitude de l'astre seront habituellement connues; il faudra, 
au contraire, calculer celles de l'observateur, qui varient sans cesse. On pourra 
donc trouver plus court de déterminer d'abord les parallaxes en ascension droite 
et en déclinaison, et d'en déduire ensuite les parallaxes en longitude et en lati- 
tude, au moyen des forpaules différentielles (i3) et (i4), art. 5, page i63. 
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CHAPITRE II. 



MrM \[:MENT DES CORPS CÉLESTES AUTOUR DU SOLEIL. PREIVUÈRE APPROXIMATION. 
MOUVEMENT APPARENT RELATIVEMENT A LA TERRE. 



I. — Mouvement héliocentrique des corps célestes. 

1 . L* extrême petitesse des corps célestes par rapport aux distauces qui les sé- 
pnnMit les uns des autres, et, dans chacun d'eux, la disposition de la matière en 
rouL-hos à peu près sphériques et de même densité dans toute leur étendue, font 
que les mouvements des centres de gravité de ces divers corps sont sensiblement 
les luemes que si la matière qui les constitue se trouvait rassemblée aux centres 
He gravité. Nous considérerons dans ce chapitre, et en vertu de la remarque pré- 
ciVlniJe, les corps célestes comme de simples points matériels dont nous allons 
clierrher les mouvements, sous l'influence de leurs actions réciproques. 

r^a distance des satellites à leurs planètes centrales est également fort petite 
relativement aux distances des planètes au Soleil. Il en résulte une nouvelle sim- 
l>Hfieation. On peut, en e£fet, considérer l'ensemble d'une planète et de ses satel- 
iïtes comme un système particulier, et se proposer d'arriver à la solution du pro- 
]>1< me en cherchant le mouvement du centre de gravité de ce système par rapport 
au Soleil, le mouvement de la planète par rapport au centre de gravité ainsi déter- 
mina, enfin les mouvements des satellites relativement à la planète. Ces diverses 
parties de la question dépendent, il est vrai, et en toute rigueur, les unes des 
autra>. Toutefois, le mouvement du centre de gravité du système autour du Soleil 
vM sensiblement le même que si toutes les masses étaient réunies en ce centre, 
et ciOii a lieu même pour la Terre et la Lune, ainsi que nous le verrons plus tard. 
Celte partie de la question peut donc être traitée à part, et il en résulte de grandes 
lacilités pour la solution des deux autres. Nous allons donc, considérant l'ensemble 
d'mïi- planète et de ses satellites comme un simple point matériel, ensemble que 
iiuuii désignerons d'une manière abrégée par le nom simple de la planète, chercher 
le mouvement de ce centre de gravité du système par rapport au centre du Soleil 
cousidéré lui-même comme un simple point. 

2. Par le centre O du Soleil [PL Ijjig- 6), menons dans l'espace trois axes 



Digitized by 



Google 



MOUVEMENT HÉLIOCENTiQUE DES CORPS CÉLESTES. i83 

OX, OY et OZ, rectangulaires deux à deux. Considérons les planètes w, m<, etc., 
et appelons .r, j-, 2, ^i, ^i, 2|, etc., leurs coordonnées respectives; r, r<, etc., 
leurs distances au centre du Soleil. 

Désignons par/Tintensité de l'attraction exercée par l'unité de masse (la masse 
du Soleil) à l'unité de distance, et soient m, w,, etc., les masses des planètes elles- 
mêmes rapportées à celle du Soleil. 

Si nous désignons par a le cosinus de l'angle rnOrn^ compris entre les rayons 
vecteurs de m et de m^j par dt l'élément du temps, et si nous posons 



R=:(r*-hrî— arr^cr)" — -, 



rtr 



nous aurons, relativement aux coordonnées de m, les trois équations différentielles 
du second ordre 

le signe 2 indiquant que chaque planète m|, m,, etc., introduit dans les fonctions 
y>iii ;t-»/'W| -j- et/)7t| -^ des termes analogues à ceux qui résultent de la consi- 
dération de la fonction R. 

A chaque planète //I4, ma, etc., correspondent des équations pareilles aux équa- 
tions (a); en sorte qu'on a définitivement trois fois autant d'équations que de 
planètes pour déterminer les trois coordonnées de chacun de ces astres. L'inté- 
gration complète du système de ces équations est simplifiée par la considération 
suivante. Les seconds membres, dépendant des masses des planètes, sont très- 
petits par rapport aux seconds termes des premiers membres, qui dépendent de 
la masse du Soleil. On peut donc, dans une première approximation, réduire à 
zéro les seconds membres des équations (a), ce qui revient à traiter du mouve- 
ment de chaque planète comme si elle existait seule autour du Soleil. C'est dans 
cette hypothèse que nous allons nous placer actuellement, cherchant à conclure 
le mouvement relatif de la planète m de l'intégration des équation» 

d^x ^ X 

(3) g+/f^$ = o, 

d^z 



d'z ^ ^ ^ 
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5. Appelons x% f ^ t! les composantes de la vitesse V parallèlement aux axes 
des coordonnées, et au même instant où les coordonnées de la planète sont 
x^ j^ z. On déduit des équations (3) les intégrales premières 






(4) yz' — zy'=c 



ZX ■^~* XZ • C • 



c, c', c" étant trois arbitraires introduites par l'intégration; et de ces équa- 
tions (4) on conclut 

(5) cz-|-c'a:-4-c"y = o. 

Celte dernière équation étant du premier degré entre les coordonnées de la pla- 
nète, on voit que l'orbite est entièrement située dans un plan passant par le centre 
du Soleil. 

Il résulte des équations (4) que les aires décrites par le rayon vecteur et pro- 
jetées sur l'un quelconque des plans des coordonnées sont proportionnelles au 
toiups employé à les décrire, c, c'y c" représentent les doubles des aires décrites 
dans l'unité de temps et projetées sur les plans des xj^ des j^z et des zx. La pro- 
priété précédente, vraie pour un plan quelconque, l'est nécessairement dans 
kî plan de l'orbite. Si l'on désigne par K le double de Taire décrite dans ce der- 
nier plan et dans l'unité de temps, on aura 

(6) YJ = c^ + d^-^d'\ 

Ces propriétés des projections des aires donnent le moyen de déterminer la 
situation du plan de l'orbite, quand on connaît les conditions du mouvement à un 
moment donné, c'est-à-dire les coordonnées de la planète et les composantes de 
sa vitesse. C'est un point sur lequel nous reviendrons. 

Le plan de l'écliptique éprouve dans sa situation de très-légères variations, dues 
à l'action perturbatrice des planètes. Nous prendrons désormais pour plan fixe 
des Xf le plan de l'écliptique au i®"" janvier i85o. La partie positive de l'axe 
des X sera la droite menée du centre du Soleil à l'équinoxe moyen du prin- 
temps à la même époque. La partie positive de l'axe des jr sera dirigée vers le 
snlsticfe d'été. Enfin la partie positive de l'axe des z sera dirigée vers le pôle boréal. 

4. Étudions maintenant la forme de l'orbite. 

La distance de la planète à son nœud ascendant, augmentée de la longitude de 
ce nœud, constitue la longitude de la planète^ que nous avons désignée par v 
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dans le chapitre premier. Or, en exprimant que l'aire décrite dans le plan de 
Torbite est proportionnelle au temps, nous avons entre la longitude p, le rayon 
vecteur r et le temps /une première équation 

(7) r^di^=Kdt. 

Nous en trouverons une autre par le principe de la force vive appliqué aux 
équations (3). V désignant la vitesse de Tastre, nous avons 

ou bien, en intégrant, 

(8) V'^2H+^, 

H étant une nouvelle arbitraire. Remplaçons V^ par sa valeur — — : nous 

aurons entre (^, r et / une seconde équation qui, jointe à l'équation (7), four- 
nira par une simple élimination les expressions de di^ et de dt en fonctions de r, 
savoir : 

(9) <(■'=* 



(10) dt = ±: 



dr 



La première de ces relations fait connaître la forme de l'orbite. Elle s'intègre 
complètement et donne 



r= 



•+\/'+^^cos(.-.) 



Z5 étant une arbitraire. Cette équation est celle d'une courbe du second ordre, 
dont un foyer est au centre du Soleil. Elle représentera une ellipse, une 
parabole ou une hyperbole, suivant que H sera négatif, nul ou positif; et l'on 

voit, en recourant à la relation (8), que Ton aura une ellipse si -V^< — ? une 

parabole si - V'^= *^5 une hyperbole enfin si - V^ > — • 

La vitesse dans la parabole étant, en vertu de la relation (8), nulle quand 
l'astre est à l'infini, on doit conclure de là qu'une comète qui décrirait rigoureu- 
I, a4 
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sèment une parabole autour du Soleil, serait partie des. profondeurs de l'espace, 
où elle n'avait point de viteisse relatwement au Soleil. Si donc on regardait comme 
bien établi le mouvement de translation du Soleil, on devrait considérer la comète 
comme participant essentiellement à ce mouvement en grandeur et en direction, 
et, par conséquent, comme faisant partie du système solaire. Toutefois, comme 
nous ne pourrions apercevoir de tels astres, lors de leur passage au périhélie, que 
dans des circonstances particulières, il faudra se garder de généraliser la consé- 
quence que j'indique ici, sinon après en avoir fait un scrupuleux examen. J'ai 
voulu seulement montrer que, de l'existence du mouvement parabolique bien 
constaté pour une comète, on ne peut pas conclure que cet astre soit étranger à 
notre système planétaire. 

Dans le mouvement hyperbolique, la vitesse, tout en décroissant sans cesse à 
mesure que l'astre s'éloigne du Soleil, ne devient cependant jamais nulle. En 
cliaque point de l'orbite, elle reste supérieure à celle que l'action retardatrice du 
Soleil peut détruire. 

On remarquera enfift que la nature de l'orbite ne dépend point de la direction 
de la vitesse, mais seulement de sa grandeur à une distance donnée. 

Si nous posons 

réquation de l'orbite prendra la forme 

(i.) r = 



i-|-^cos(c — u) 



La discussion de cette équation montre que p est le demi-parainètre de l'orbite , 
e V excentricité de cette orbite et zs la longitude du périhélie. La distance v — cr de 
Taslre au périhélie porte le nom A' anomalie vraie. 

Les aires décrites dans des temps égaux et dans des orbites différentes étant pro- 
portionnelles aux valeurs respectives de K, et, par suite, de Vfx;>, il s'ensuit, en 
négligeant la variation de fx qui diffère toujours peu de l'unité, que les aires 
sont entre elles comme les racines carrées des paramètres des orbites. 

IS ous allons maintenant considérer à part les mouvements dans l'ellipse , la 
parabole et l'hyperbole. 

Mouvement héliocentrique dans VelUpse. 

5. Le demi-parariiètre /) est égal à ii(i — e*), a désignant le demi-grand axe 
de ]*ellipse. Nous avons donc pour équation de l'orbite, 

(12) r= ^ — ■ — - — T. 

^ ^ i-Htfcos(p — xs) 
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L'équalion (10) devient, en y remplaçant les arbitraires H et K en fonctions de 
a et e, 

dt=± ' '■^'" 



V«7p 



vR^ 



Il n'est point possible d'arriver à une équation sous forme finie entre r et t^ ni 
entre v et t. Pour intégrer l'équation précédente, nous introduirons une auxi- 
liaire M, liée à r par la relation 

(i3) r=a{i — e cosii). 

L'équation différentielle deviendra ainsi, en ne conservant que la valeur positive 
de dt^ la seule qui puisse convenir, 



dt z=z \/ j- (* — ^ cosu) du^ 



et Ton en déduira par l'intégration , 

(i4) nt — /îT = a — e slnw, 

r étant une sixième arbitraire et n une constante dépendant de a par la 
relation 

(i5) a'n*=fix. 

Lorsque u est nul, les équations (i3) et (f4) fournissent r=a{i — e) et ^ = t, 
d'où l'on déduit que la planète est alors à son périhélie et que t est le temps du 
passage par ce périhélie. 

La planète partant du périhélie, lorsque u est nul, y reviendra lorsque cet 
angle se sera accru de acr. Le temps écoulé dans l'intervalle est, par l'équation (i4), 

égal à — -, il mesure la durée T de la révolution de la planète, en sorte qu'on a, 

pour calculer la durée de la révolution, quand on connaît le grand axe, la formule 

(.6) ■^='i-"\/%- 

On en déduit, à la place de l'équation (i5), la relation 

a4. 



Digitized by 



Google 



im RECHERCHES ASTRONOMIQUES. — CHAPITRE U. 

Le second membre de cette équation ne contenant que |x de variable d'une pla- 
iwte k Tautre, reste le même pour des planètes de masses égales : dans ce cas, les 
carrés des temps des révolutions sont entre eux comme les cubes des grands axes 
des orbites. Cette proposition n'est vraie pour l'ensemble des planètes, dont les 
lïiasses sont différentes les uqes des autres, qu'autant qu'on néglige ces masses par 
rapj)ort à celle du Soleil dont elles sont de très-petites fractions. « 

LorsqueVon connaît les éléments du mouvement elliptique et qu'on demande de 
déterminer la position de l'astre pour une époque donnée ^, on calcule d'abord 
i\ingle u au moyen de l'équation (iZj). On en déduit le rayon vecteur /• par la rela- 
Il un (i '^)^ après quoi l'on pourrait recourir à l'équation (12) pour la détermination 
(le la longitude v. Cette dernière partie du calcul serait fort incommode, l'angle 
v^v* étant donné par un cosinus dont l'emploi serait difficile vers les extrémités 
tlij gr-uid axe de l'ellipse, et le cosinus lui-même ne pouvant être déterminé con- 
veîKihlement par l'équation (12) lorsque l'excentricité est très-petite. On évite ces 
jucoiivénients au moyen de la relation qui existe entre u et p, et qu'on obtient en 
('limiruiiit rentre les relations (la) et (i3), savoir : 






U 

lang-, 



forinule qui donnera directement l'angle i^ — w au moyen de l'angle u. 

Comparons le mouvement dans l'ellipse au mouvement dans un cercle dont le 
riîvon Siérait égal au demi-grand axe de l'ellipse. Les formules précédentes s'appli- 
(|ueron( au mouvement circulaire en supposant l'excentricité nulle, hypothèse 
(|iii 1 étluit les angles p — - 1? et w à l'angle nt — m lui-même. Le mouvement angu- 
laire sera donc uniforme dans le cercle et égal à n dans l'unité de temps : n sera 
le moyen mouvement de la planète, dénomination que nous conserverons dans le 
inouveinent elliptique. Supposons qu'au moment où la planète proposée se trouve 
à son périhélie, la planète auxiliaire ait dans le cercle la même longitude : les deux 
astres reviendront ensemble à cette position, et ils auront en outre une même lon- 
gitude quand la planète proposée passera à son aphélie. Or on voit par le principe 
des aires ou par les équations (i 4) et (18) que du périhélie à l'aphélie la planète 
viMie devancera la planète fictive : ce sera le contraire de Taphélie au périhélie. 
T/excés de la longitude de la planète vraie sur la longitude de la planète fictive est 
dit &(} nation du centre. 

L'aui^le 72 (^ — t), mouvement angulaire moyen depuis le passage par le péri- 
hélie, est dit anomalie mojenne. Nous l'exprimerons plus communément comme il 
i^nil. Soit 6 la longitude mojenne à l'origine du temps : après le temps t elle de- 
vieiRlra i-hnt^ et il suffira d'en retrancher la longitude du périhélie pour avoir 
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l'anomalie moyenne. Nous pourrons donc écrire Téquation (i4) sous la forme 

(19) u — e sinu = nt -\- s — ct. 

L'angle w, appelé anomalie excentrique^ peut être représenté géométriquement. 
. Soient [PL /, Jîg. 7) AmB lellipse décrite par la planète, O le centre, F le foyer 
occupé par le Soleil, AMD le cercle décrit sur le grand axe de Tellipse comme dia- 
mètre. Si, par la position m de la planète dans Tellipse, nous abaissons une perpen- 
diculaire sur le grand axe et si nous joignons au centre le point M où cette per- 
pendiculaire coupe le cercle, Tangle MOA ainsi obtenu sera égal à u, 

6. Plusieurs des formules précédentes renferment la quantité \// dont nous de- 
vons, avant d'aller plus loin, déterminer la valeur. 

Nous avons représenté la force de l'attraction produite par Tunité de masse et à 

la distance r par l'expression ^> dont l'homogénéité veut que Ton considère la 

ligney comme étant multipliée par le carré de l'unité de distance ; cette remarque 
suffit pour montrer que toutes les formules auxquelles nous sommes parvenu sont 
bien homogènes. 

Reprenons l'équation (i5) et faisons-en application au mouvement d'une pla- 
nète déjà connue, de la Terre par exemple, pour laquelle nous désignerons a, n 
et fx par les lettres accentuées a", n" et [i". Nous reconnaîtrons plus tard que le 
mouvement moyen d'une planète, dans l'ellipse qu'elle parcourt, est un peu diffé- 
rent, par suite des perturbations, de ce qu'il serait si la planète était seule en pré- 
sence du Soleil. Appelons ê" la quantité dont est ainsi accru le moyen mouvement 
de la Terre, et n^ le moyen mouvement tel qu'il résulte des observations; on a 

vt l'équation (i5), appliquée à ce cas, fournit 
d'où l'on déduit identiquement 

(.0, _ ..=^^(._9--. 

J^ coefficient 1/ ^ est la ligne quon est cons^enu de prendre pour unité de dis* 

tance. On voit que cette unité n'est pas le demi-grand axe de l'orbite terrestre, 
mais qu'elle en diffère d'une petite quantité. 

La condition'^^T = i nous fera connaître la valeur de \//j valeur qui est pro- 
portionnelle à la durée de Tunité de temps. En prenant le jour solaire moyen 
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pour cette unité, on trouve 

^ If 

Slf ="-;= = 0,017 202 000 , 

(ai) ^ ^Jy^ ^ ^' 

Lorsqu'on voudra considérer le mouvement, non plus autour du Soleil, mais 
autour d'une planète, on remarquera que dans les formules précédentesy étant la 
force d'attraction provenant de la masse du Soleil, il faudra, pour faire usage de 
ces formules dans le cas actuel, multiplier y par la masse du nouveau corps cen- 
tral. Supposons qu'il s'agisse de Jupiter, dont la masse m*^ peut être estimée à 

,Q ^ de la masse du Soleil. On obtiendra pour le mouvement autour de cette 
1040,69 ^ 

)>I;4nète, 

(aa) log v/^ = 4,725 2579 (**), 

où nous avons remplacé y par y;^ pour éviter toute confusion. 

Il résulte de la théorie précédente que le mouvement elliptique d'une pla- 
nète autour du Soleil dépend de six éléments, savoir : l'inclinaison de l'orbite et 
la longitude du nœud ascendant; l'excentricité de l'orbite et la longitude du 
périhélie; le grand axe, auquel est étroitement lié le moyen mouvement; enfin, 
la longitude moyenne de la planète à l'origine du temps. Or on peut se pro- 
poser deux questions : premièrement, les éléments étant connus, calculer pour 
une époque donnée la position de la planète et sa vitesse; secondement^ con- 
naissant, au contraire, à un moment donné la position d'un astre et sa vitesse 
en grandeur et en direction, en conclure les éléments de l'orbite qu'il décrit 
autour du Soleil. Nous allons résoudre successivement ces deux questions. 

Détermination du lieu (V une planète au moyen ries éléments de V orbite. — Dé- 
veloppements de l'anomalie excentrique^ du rayon vecteur et de la longitude^ 
en fonctions de Vanomalie moyenne. 

7. Supposons le moyen mouvement n donné en secondes sexagésimales et rap- 

(*) Le mouvement de la Terre est de i 296 977"j38 en 365^,25 : c'est la valeur obsenée. En la 
divisant par 365,25, on obtiendra n\ qu'on multipliera par sin 1" pour le rapporter au rayon. On a 
ci' autre part pi" = i ,000 002817. Avec ces données on retrouvera aisémetit la valear de ^f(\\xe 
nous donnons ici. 

(*"*) On arriverait au même résultat en appliquant Féquation a^ «' =^ft au mouvement du 4* sa- 
tellite de Jupiter. En négligeant la masse du satellite par rapport à celle de la planète, on a p = i . La 
durée de la révolution par laquelle on divisera 2 7r pour avoir n est de i&,689 02. La distance 
moyenne â est égale à 0,012 579 77. 
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porté au jour solaire moyen. On en déduira d'abord le demi-grand axe par la 
formule 

(23) J=sff-^.n: 

yjfest donné ci-dessus; [i est l'unité augmentée de la masse de la planète rap- 
portée à celle du Soleil. Si n est le moyen mouvement déduit des observations, 
on devra en retrancher, avant de l'employer au calcul de a, l'effet des perturba- 
lions : cette correction sera facile si l'on a déterminé les perturbations absolues 
de l'astre; si, au contraire, on ne calcule que les perturbations relatives, comme 
on le fait la plupart du temps dans la théorie des comètes, on détermine à chaque 
instant l'ellipse osculatrice dans laquelle l'astre se meut réellement, et dès lors 
00 n'a point à effectuer la correction dont il est ici question. 
L'anomalie moyenne Ç sera calculée par la formule 

(24) Ç=e— tj + nf, 

dans laquelle t est compté en jours solaires moyens et à partir de l'époque à la- 
quelle sont rapportées è et sr : après quoi il faudra déterminer l'angle u au moyen 
de l'équation 
(aS) u — e sintt=:Ç. 

(*) Prenons pour exemple la comète périodique observée en 1770, et dont les éléments étaient au 
27 décembre 1777 : 

/ï= o 1034,9043 CT=356 i6 5o,7 

« = 110.37.30,27 ç= i.34*3o,o 

tf = o,7838a3 2 9 =i3i .58.55,9 

On retrouvera plus tard cet exemple dans la théorie de la comète de 1 770 , et Ton verra alors à quelles 
origines sont rapportés les angles, ce qui n'importe point ici. 

p étant dans ce cas égal à Tunité, on a pour le calcul du demi-grand axe : 

logv(7= 2,235 58i4 

compl. log « = 3, 197 291 7 

compl. logsini" = 5,3i4425i 

± 

log a' = 0,747 2982 

10^0 = 0,4981988 = 3,149190 
Cherchons la position de la. comète à l'origine même du temps : on a alors 

• ç = I — o = 1 14** 20' 39^,57, 

et pour déterminer u , l'équation 

u — (5 ,208 6432) sin tf = 1 14** 20' 39^,57, 
le coefficient entre parenthèses étant le logarithme de l'excentricité réduite en secondes d'arc* On re- 
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T>a n'^solution de cette équation est le point délicat de la question. Comme l'in- 
connue n varie non-seulement avec Ç, mais que, pour une même valeur de Tano- 
inalie iivoyenne, u dépend encore de la grandeur de l'excentricité e, il n'est guère 
possible de donner, pour la détermination de Uy des Tables dont l'emploi ne soit 
aussi long que la résolution directe de l'équation. 

En général, on n'a point à calculer une seule valeur de i/, mais bien une suite 
dp valeurs correspondantes à des valeurs équidistantes de l'anomalie moyenne Ç. 
Or, au moyen des différences des valeurs de «, déjà déterminées, on arrive habi- 
tuel It^inent et sans calcul à une expression approchée de la valeur subséquente de 
u^ et il ne s'agit plus que de la rectifier. Si u était tout à fait inconnu, on en trou- 
verait rapidement encore, et sans rien écrire, une valeur [approchée, en se bornant 
il consid/^rer les dizaines de minutes de Ç, uete slnw. 

Soient ilonc Uq la valeur approchée et connue de w, et «0 + ^ 'a valeur exacte. 
Si nous substituons Uq-^x dans l'équation (a5) et si nous développons par raj)- 
port aux puissances de j:, cette équation prendra la forme 

» e sin Uq ^ e cos «o • <. ^ • 

I — ecosiu)X'\ x'H 7; — jc' — . . .= cH- -= — t, suimo — w©. 

^ ' 2 6 ^ sm I 

Désignons par ù le second membre exprimé en secondes de degré ; ù sera unç 
l^etite quantité suivant les puissances de laquelle on pourra développer l'in- 
connue X, et ainsi on arrivera à l'ensemble des formules 

Cl=C-+--^ T/SUlMo Wo? 

^ sin I 
(aSèii) 9==* — ecosiio, 

q lq \q) \ lq^ tq ) \q j 

connaît avec la plus grande facilité que «o = i4'° ^^' ^^ ^^^ valeur de u qui n'est pas en erreur de 10'. 
On flcftiût ensuite des formules (25 bis) : 

^ = ii4«2o'39",57 H- 27°45'7",32- i4io5o'oVo= i5 46'',89, 

* * ■ 

u = i4io5o' o",oo H- 9'45",86 - o",25 = i4io59'45",6i. 

Ain*i It' iroiâième terme de la série qui représente u est égal à un quart de seconde seulement , et le qua- 
Iritunt* e:st insensible. 

Lnrïjqu'on aura une éphéméride à construire et qu'un certain nombre de valeurs de u auront été dé- 
tyrmmres ^ixactement, leurs différences donneront la valeur suivante de u avec une très-grande ap- 
proKinmtion ; la petite correction de cette valeur se déterminera au moyen du second terme seulement 
df* la MiTÎc j ei avec d'autant plus de rapidité qu'il suffira alors de prendre les logarithmes avec trois dé- 
ciînale:^. Célni de (i — ^ cosa,) variera en général très -lentement, et le même coefficient servant alors 
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On pourra toujours faire en sorte que le quatrième terme de cette série soit in- 
sensible. 

14 étant conna, on déterminera le rayon vecteur et la longitude par les équa- 
tions (i 3) et (18), ou par le moyen de quelques relations que nous allons établir, 
et qui présenteront des avantages, dans le cas surtout où Ton aura à calculer un 
grand nombre de position? pour la construction d'une éphéméride. 

Tirons des équations (la) et (i3), en égalant les deux valeurs de r, la valeur 

de cosM en fonction de cos(i^ — w) : déduisons-en sin- et cos- par les formules 



2 1 

M /l . V U l\ , K n 

sm 



" = t /- (i — cos w) et cos - = i/- (i -f- cosu) : enfin , dans les résultats, rem- 
plaçons i-hè cos(t' — îsr) par sa valeur en fonction de r; nous obtiendrons les deux 
formules 

V/'sm = yali-i-e) sin -9 



(26) 



Vrcos = y ail — elcos — 

2 ^ ' 1 

Ces relations divisées membre à membre reproduiraient la formule (18). Elles 
sont logarithmiques, et donneront r et i^ avec rapidité quand on aura calculé, 
une fois pour toutes, les quantités v/a(i-i-e) et v^a(i — e). Ces constantes peu- 
vent être présentées sous une autre forme, en introduisant, à la place de Texcen- 
tricité, l'angle r) dont cette excentricité est le sinus, ce qui donne 

sin73 = e, 

V^— e -■= v/â cos U5°+ ^ ) > 

(-7) V/^ = ^-s(45«>H-'-), 

Vi-4-e — VI — e=2 sin -5 



2 



n 



V H- e -H V^i — c = 2 cos 

2 



pour la détermination de plusieurs valeurs de a , il en résultera que le calcul de u au moyen de Ç sera 
presque aussi simple que celui de Ç au moyen de u. 

Détermination du rayon vecteur et de la longitude. — On trouve d*abord : 

sin»ï = 1 ,8942181 yj =:5i®36'43">07 

cosîQ = 1 ,793 o8o5 
puis, par l'emploi des formules (26) : 

I. 'i5 
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Od pourrait enfin calculer directement rsin(v — cr) et rcos(i^ — cr). La pre- 
mière expression se déduit des équations (a6) multipliées entre elles et membre à 
membre ; la seconde est donnée par la relation r cos {y — rs) =a{çosu — e) : on a 
ciinsi, 

rBin\i^ — u)=acosy}sinM5 

f^^J ;.,.os(i-^cr) = 2acos(^4-45«4-^]cos(^— 45°— ^y 

Connaissant r et q^ on déterminera la longitude héliocentrique V|, la latitude 
iiélioceutrique s et la projection r< du rayon sur Técliptique par les formules (i), 
page i65, chapitre premier, savoir : 

[ang((^i — 6)=cos9tang((^ — 9), 
(39) smj^sîny sm[i^ — 0) ou tang5 = tangy sin((^i — 9), 

ri=:r COS5. 

-u= 70*'59'52%8i log.sin~=: 7,975 6648 



-((^— cr)=83. 9*5o,25 logvâ(i-i-7)== 0,374 7753 

t' — t7^ i66.ig,4oj49 logcos-= i ,5126859 



tt ^ 356. 16^ 5o ,70 log ^a(i — e) = 1 ,9i65o4o 
p^ 162. 36. 31,19 log^sin = o,35o44oï 



2 



log ifr cos — ^ = 1 ,429 1899 



log V^ = 0,353 5386 5 logtang ^=0,921 25o2 



U CI 

2 
P BT 



log /• = 0,707 0773 logsin-^— = 1,99690145 

log cos = 1 ,075651 3 

Les foniïules (29) donnent la longitude héliocentrique, la latitude et la projection du rayon vecteur 

sur i^eclipùqae par le calcul suivant : 

^ t f/ — — 

c=:i62 36 3i|i9 lT>gtang(<' — 0) = 1 77723379 logsinç = 2,4391032 

ô= i3r. 58.55, 90 logcosç= i ,9998359 logsin(p — ô) = i ,707 0922 

il — 6^= 30.37.35,39 logtang(i', — 6) =7,772 1738 logsin/ = 2,146 1954 

c;.-9=: 3o«37' i",i3 5 = o<»48'8",25 

Togr=30, 707 0773 9= i3i .58.55,90 

log 005*^=1,9999575 p,= 162. 35.57 ,o3 

log r, ^0,7070348 
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La première de ces formules donne le moyen de calculer numériquement i^i au 
moyen de if. Toutefois, lorsque l'inclinaison y est peu considérable, ^4 diffère 
peu de ifj et il est utile, dans beaucoup de circonstances, de savoir calculer direc- 
tement l'expression de la correction p par laquelle on peut passer de i' à i^^ ; 
correction à laquelle nous avons donné le nom de réduction à Vécliptique. On a 
dans ce cas et conformément à la formule (2), page 166 du premier chapitre, 

(3o) tang'- tang^î tang«- 

p = : — ^sina l{f — B) + —. — jpsin4(j^— 6) r-7nr sin6 (i/— 0) -h.... 

^ • sini" ^ ' sina" ^ ' sin3 \ / 

Si l'on voulait, au contraire, passer de la longitude héliocentrique à la longi- 
tude dans l'orbite, on aurait les formules 



^ = ^i-4-f) 



lî 



(3i) tang»^ tang<î tang'i 

pi= —. — ^sîn2(»'i— e)-h-; — ^s\n^{\fi—B)A t—^ sin6 (1^,— e)H-.... 

^ sim" ^ ' sm2" ^ ' sin3' ^ ' 

L'expression p de la réduction à l'écliptique servira, soit quand on voudra 
discuter algébriquement l'effet de cette réduction, soit quand on aura besoin de 
la calculer plus exactement qu'on ne pourrait le faire par la formule (29), soit 
enfin dans la construction des Tables. 

L'emploi des formules (a5) et (a6) présenterait quelques difficultés dans le cas 
où l'excentricité serait très-voisine de l'unité. L'usage des Tables de logarithmes 
ordinaires à sept décimales, appliquées à ces formules, ne permettrait pas d'obtenir 
l'anomalie vraie avec une rigueur suffisante lorsque cette anomalie approcherait 
de 90 degrés. On remédie à cet inconvénient, en comparant le mouvement dans 
Forbite, qui est alors fort allongée, au mouvement dans la parabole, ainsi qu'on le 
verra plus loin. 



On déduit des valeurs de if et v^ qme nous venons de calculer, 

P,~P = -34",i6. 

Vérifions que telle serait la valeur de p tirée de la formule (3o). Réduite en nombres, cette for- 
mule est 

p = — 38",970 sin 2 (p — Ô) H- o",oo4 sin4 («^ — 0) ; 

pour P — ô = So*» 37' 35" eUe donne p — ^ 34'', 16. 

a5. 
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Ix*s coottloniiées orthogonales de Fastre sont déterminées par les formules 

{i%) x=rr, eosi^i, y = rismi^i, 2 = rsin5 = ri tang5; 

iiiaîs nous allons montrer qu'on peut obtenir ces coordonnées dès que Ton con- 
naît ranoîiialie excentrique, et sans passer par Tintermédiaire des coordonnées 
polaires. 

Soient {PL I^ fig. 8) N le nœud ascendant de l'astre; Ox^ la direction du péri- 
hélie. Menons par Ox,, et dans le plan de l'orbite, une perpendiculaire Ojr^ et 
rapportons la planète aux deux axes Ox^ et 0^4.Les coordonnées jC| = OPet 
j^^=^Vm étant respectivement égales à rcos(i^ — zy) et rsin((^ — t?) «ont fournies 
Y^AT les formules (a8)^ qui nous donnent 

X\=- a cos u — ae , 

(33) . 

jrj= acosy}slnw. 

Or nous en déduironsi jc, /, z par les formules (8), page 167 du chapitre pre- 
mier, en y rempta<i^ant x^ et jr^ par les valeurs que nous venons d'obtenir et 
réUiiisHUt z, à zéro. Soient : 

Xj^ — flcosy} lcos6sin(cj — 6) -h sin0cos(i:j — Q) cosf |, 

X£= ~h fl |cosâcos(i:j — 6) — siii0sin(cj — 0) cos(p|, 

X(j ^- — ^Xj.^ 

Yj = — €icosn |sin9sin(cT — 6) — cos9cos(cy — Ô) cos(p}, 

(34) Yc = + « {sin9cos(i:j — 6) -[-cos9siii(cy — 6) cosçj, 
Yo = ^eYc^ 

Zj =^aLtisy3siiiçcos(cy — 6) , 
Z^j^ aïiiTi(})sin(cT — 0) , 

^<i = — ÛLic 9 



Lf*s foniiules {^1] douuent pour les coordonnées orthogonales : 

x = — 4>86o6o7 
^=: -t- 1 ,523 299 
z=:-\- ©',071 33o 

Ifoiis allona di*ti^riniiicr c<^s nu'^mes quantités et leurs dérivées au moyen de l'anomalie excentrique par 

les rormuK (34) H (36) , ($7), (38) et (39). On trouve 

It>gX^-h 1 ,101 9591 logY, = -h 0,2902849 logZ,=r — 2,585 1198 

JogXe = 4- 0,497 'y77 logYe = — i,3ii 4o65 logZ^ = — 2,781 4045 

k)gXf^: — 0,391 4*58 logY. = -i- 1,2056246 logZo = -!- 2,6756226 
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on aura 

x = lLs sinw-hXcCOSM + Xo, 
(35) j=Y, sinu-hYcCosM+Yo, 

z = Zs sinu -h Zc cos m -h Z© , 

formules qui présenteront d'autant plus d'avantages qu'on aura plus de lieux à 
calculer avec les mêmes coefficients X„ X<., etc., déterminés une fois pour toutes. 
On peut simplifier le calcul des constantes X,, Xc, Y, et Y^ au moyen des for- 
mules 

2 \ COSlî / 2 ^ . ' 

- (Y- '—) =acos*-sinny, 

2 \ "^ COSlî/ 2 

(36) 

- AcH =:aCOS*-COSCT 

2 \ COSji/ 2 



2 



K^ 



Xc ^1 = asin* -cos(26 — u). 

COS9J/ 2 ^ ' 



Les formules (34) suffisent au calcul des cinq autres constantes. Posant d'ailleurs 

Xc=Asina, Yc = Bsin6, Zc = Csiny, 
^ '' X, = Acosa, Y, = Bcos6, Z, = Ccos7, 

et déterminant par ces relations les constantes nouvelles A, B, C, a, ê et 7, on 
aura finalement les formules très-simples, 

a: = Xo -I- A sin (w H- a) , 
(38) ^ j = Yo-[-Bsin(i«H-6), 

r = Zo -h C sin (u H- y) . 

x = -f- (0,497 549a) sin(i*-[- 87»4*'42%4ï) — 2,462725, 
^ = -f-(o,292 665i) sm(a-h354. 0.24,61)4-0,529336, 
« = -+-(2,8552391) sin(a 4- 237. 31.41,57)4-0,047333: 

les coefficients placés entre parenthèses sont représentés par leurs logarithmes. On a ensuite 
a:' = C2,484o3i2)icos(M-f- 87«>4i'42",4i), 
y = (2,279 1471) ~cos(tt-t-354. 0-24,61), 
2' = (4,841 7211) -cos(a4- 237.31 .41,57). 

£n faisant application de ces formules générales à la valeur particulière u obtenue ci*dessus; 
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198 RKCHERCHES ASTRONOMIQUES. — CHAPITRE II. 

Ces relations ont l'avantage de donner immédiatement les dérivées des coor- 
données par rapport au temps. On en tire par la différentiation, et en remar- 

fiii an 

quant que 5^ = -' 

x*=Aan ' » 

r 

(i9) y = Ban '-, 

z =%^Q.n • 

r 

Les formules précédentes' relatives au calcul des coordonnées écliptiques s'ap- 
jiliqueront sans difficulté au calcul des coordonnés équatoriales, dès qu'on aura 
déterminé la situation de l'orbite par rapport à Téquateur au moyen des formules (9) 
t^t (lo), page 168 du chapitre premier; on obtiendra les coordonnées équato- 
riales et leurs dérivées en remplaçant dans les formules (34) et (36), tp, 6 et zs 
par (p^ et[n — (isr— 0)4-(©4-NN,). Les* formules ainsi obtenues pourraient 
être utiles pour passer directement de la connaissance de l'anomalie excentrique 
H celle de Tascetision droite et de la déclinaison géocentriques. 

8. Les formules dont nous venons de faire l'application numérique à une orbite 
trèsH?xcentrique, donneraient également les valeurs de l'anomalie excentrique, du 
rayon et de la longitude dans le cas d'une faible excentricité. Mais alors il est com- 
mode et souvent indispensable de développer ces trois coordonnées suivant les 
puissances de Texcentricité, par des formules qui soient des fonctions explicites du 
teTHps, 

Repreuons Téquation 

u = ^ + esmu. 

On en peut tirer u en fonction de Ç par l'emploi immédiat de la série de Taylor. 
Nous avons vu^ toutefois, dans l'art. 18 de I'Introduction, page io4, qu'on pou- 
vait simplifier les calculs en rapportant les dififérentiations à la variable Ç. En ap- 
pliquant au cas actuel les formules ainsi obtenues, nous aurons (p(Ç)=sinÇ, 
y(Ç)^Ç,/fÇ)=i, et partant 

^ I ^ 1.2 flfÇ 1.2.3 e/Ç' 

X=z — 4^860607, 0/ = — 0,008870762, 

j=+ 1,523299, y= — 0,002685496, 

s = 4-0,071 33o, s' =4-0,000 128507 : 

le* valeurs ée x, x-* ^ ^^^ ^ mêmes que celles que nous avions déjà trouvées. 
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formule dans laquelle il suffira d'exécuter les différeutiations et de remplacer les 
produits de lignes trigonométriques par des sommes. 

Si nous faisons application des mêmes formules au rayon vecteur déterminé par 
l'équation r= a(i — ecosw), nous aurons toujours ç(Ç) = sinÇ,/''(Ç) = i, et, 

en outre , Fo = a{i — ccosÇ), (-^ ) = aesinÇ. Nous obtiendrons ainsi 

formule qu'il restera à transformer comme celle de l'anomalie excentrique. 

On peut encore calculer les coefficients des séries qui représentent m, r et t^, au 
moyen d'intégrales définies. Posons 

- « — Ç = 2A('JsiniC, 
(40) r = 2B(')coszC, 

On sait que le premier et le dernier dêvekçpement ne doivent renfermer que des 
sinus de ÎÇ, attendu que les angles w — Çeti^ — ar— Ç changent désigne avec l'ano- 
malie moyenne ; tandis que r restant le même quand l'anomalie moyenne change 
de signe, son développement ne doit contenir que des cosinus de /Ç. Or on a, 
conformément à la méthode exposée dans l'art. 19 de I'Introduction, page 108, 

A('J = ^"(a-Ç)sinzCrff, 

(4i) B(') = - PrcosiÇé/Ç, B(o)=:i frJf, 

'^ Jo '^ Jo 

S'il s'agissait uniquement de calculer les valeurs numériques des coefficients A^'^^ 
B^*^, G^\ le plus court serait de considérer que ces coefficients deviennent négli- 
geables à partir d'une valeur suffisamment élevée de 1; si dès lors on détermine 
par les formules en termes finis, et pour diverses valeurs de Ç, autant de valeurs 
numériques de r, par exemple^ qu'il y a de coefficients B^^^ sensibles, on aura 
pour calculer ces coefficients autant d'équations du premier degré qu'il y aura 
d'inconnues. Cette marche a été exposée dans l'art. 20 de I'Introduction. Mais 
nous nous proposons surtout d'arriver aux expressions algébriques des coeffi- 
cients des formules (4o) en fonctions de l'excentricité; et dans ce but, il convient 
de rapporter les intégrales (4î) à la variable u. 
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En snnplifiant d'abord les valeurs de A^'^ et de O'^ par une intégration par 
pîirties, on aura 

A^*^ =z T- I cos (iu — ie sinu) du , 

'^ t/o 

(4a) B^'^ = — / (i — ecosa)*cos(zM — ie s\\\ii) du ^ 

^ Jo 

p, . 2^1 — e^ r"^ cos (m — ie sin a ) , 

'^ Jo * — ^cosa 

l)e ceH coefficients, B^**^ est le seul qui puisse être obtenu sous forme finie. Sa 
% cil eu I* est 

(43) B(») = a(i+^e«). 

r.es Hulies coefficients peuvent seulement être obtenus en séries procédant sui- 
vant les puissances de Texcentricité. 

Considérons d'abord A^'^ En développant cos(iw — lesinw) suivant les puis- 
saiiceîi de e, on aura 

(i ' ^' . I * p* . \ 

1 sin*M4^ r— 7 sin*u — ... ) 
1.2 1.2.3.4 / 

fte . ' i^ e^ . \ 

\ I I .2.3 / 



siniu 



Or supposons premièrement que / soit un nombre pair. Les puissances impaires 
de sinu ne contenant que des multiples impairs de u dans leurs développements, 
et ainsi toujours différents de /jJa seconde ligne de la valeur de cos (iu — iesinu) 
n'ajoutera rien à la valeur cherchée de l'intégrale : de plus, sin'tt et les puis- 
sances plus élevées de sintt contiendront seules cos m, en sorte qu'on peut se 
iKjrner k conserver dans le développement de cos(/tt — iesinu) les termes 

{ie)' . . (/>)'■*■« . . .., 



cosiu sm'a rr: — '-y-, cosia sin"^'a : 



1 . 2 ... I "^ 1 . 2 . . . ( / -h 2 ) 

en |)ien;niE les signes supérieurs ou les signes inférieurs, selon que 1 est double- 
ment pair ou simplement pair. Ayons recours aux valeurs de sin'w, sin^'^'^w, etc., 
et nVn conservons que les termes en cos m; l'expression précédente deviendra, 
vi\ refiint^juant que les facteurs seront toujours de même signe dans les termes 
<ie nuip impair, et de signe contraire dans les termes de rang pair, 

i (icY ,. i (ie)'-^^ ,. II (/>)'■-<-♦ 



1,2 .1 2'-^' I .2. . . (« -f-l) 2-+--* 1.2 1.2. . . (f -f-2) 
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d'où, par la substitution et l'intégration, 

(44) iA(o==A^_LW_i^_Z- + \lJ \lJ -H...( 

^^^^2 I.2.../( /-t-I ^ I.2X(|-+l)(/-t-2) i.2.3X(l+l)(/ + 2){l + 3)^ ) 

Si, en second lieu, on suppose i impair, la deuxième ligne de la valeur com- 
plète de cos(/tt — lesinw) influera seule sur la valeur de l'intégrale ; et en suivant 
la même marche que dans le premier cas, on tombera sur la même valeur de A^'^ 
qui, par conséquent, est générale. 

On peut déduire la valeur de B^'^ de celle de A^'^ Si Ton forme, d'une part, 
-^^ par la différentiation de la première des formules (4^); si, de Tautre, on 
intègre par parties la valeur deB^'\ on tombera par ces deux voies sur la même 
intégrale / sin(/« — /e sinw) sinwrf«, qui étant éliminée laissera la relation 

(45) " -B(o = _f5^. 

On tirera ainsi de la formule (44)? 



— Bf')=- 

2r/ 

(46) 



(;")' 




i(/-M)(?H-2)(/4-3) 1.2.3 

En suivant une marche analogue à celle par laquelle nous avons détenipiné A^'^, 
on obtiendrait la valeur de C^'^; mais on peut y arriver aussi en pàWaoKÎe Téqua- 
tion tirée du principe des aires, savoir : 
(47) r'd^^ = a^l — c'yndl', 

— peut eii effet être développé comme -9 et, en posant 

4=i4--e'-hD^»^cos^4-...-hD('U!OszT4-..., 
û* 2 ^ 

on obtient 

4 1.2.../\2/ I .2... (i-hl) \2/ 1.2 1.2... v/-f-2) \2/ 



(47)' 



(^ 



1-4-6 



. = AA^'). 



1.2.3 I.2...(/-h3) \2/ '"' 21 

Or, si Ton pose 

dvf=z (i-f-o:, e-ho:, e'-f-Xje'-hXie*-!-. . .)ndt^ 

JC| , J?2, 0:3,,.., étant des coefficients dépendants du temps, si l'on substitue 
dans (47)1 si Ton développe les deux membres suivant les puissances de e, et si 
Ton égale les coefficients des mêmes puissances, on aura une suite de relations 
propres à la détermination des valeurs successives de Xi^ *c«j ••• dv étant ainsi 
obtenue, une intégration fera connaître v lui-même. • 

L < 26 
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Eti suivant celte marche et en attribuant à i les différentes valeurs entières et 
])ositivrs, dîiris la formule (46), on est parvenu aux expressions suivantes du 
rayon vecteur et de la longitude. Soient 

-^iH — e* — Bj cosf — B, cosa? — Bs cos3t — •••» 
« 2 ^ ' ^ 



On a 



i' = ÇH-tH-Ci sinÇ+Cj sinaÇ-l-Cj sin3Ç-l-. . .. 



[' ) F»n l'^mi^laratit les nombres par leurs logarithmes , on trouve : 

8,= o..în, ojor, (I) - o,477 i2i3 (iy+ 7,9208188 (0 - 2,987 766 (^y+ 3,795 88 ^^y 

B:-—o,3oi o3oi> l-j — 0,7269987 (-1 +0,602 060 (-|— 0,15297 (-)•••' 
B,= 0,477 >5i3 (-] — i,o5i i525 (-j + i,i5i 523 (-1— 0,95964 (-)••' 
B.= i>,776 9987 ( j) — • »4o8 240 \£j + 1 ,658 12 (I) • • • ' 

B.=i.ot7 7'».8K(^y- 1,783 646 (iy+2,i446o (^y---' 

i!.= .,:«4.i'î4 Q- 2,17060 (ly..., 

B,= i,G% 18K (ly- 2,565 44 
B,= -,01714 (^j"-' 

B.-=.'i;5 2i Q'----, 



Digitized by 



Google 



\ 



MOUVEMENT HÉLIOCENTRIQUE DANS L'ELLIPSE.^ 2o3 

C'=^-(î)'-^©'^Ti^(:)'-' 

(fe) C.= ig2(£)'_^(l)Vi^(î)'..., 

^ 1223 /^\« 15826 /er\» 

' 252 \2/ l44o \2/ 

^ _ 5564o3 /ey 

' 1260 \2/ 

r _ 10661993 (ey ,^. 
^'-^ 10080 V2J •" ^ ^ 

Les séries trigonométriques (4o) par lesquelles on représente l'anomalie ex- 
centrique, le rayon et la longitude, sont toujours convergentes. Les séries (44)? 

(*) En convertissant les coefficients en secondes sexagésimales, et mettant à la place des nombres 
leurs logarithmes , on a les formules : 

C.= 5,9i6 485i (^ -5,6i5455i (^V^- 5,536 2739 (£y+ 5,787506 (^V 4-6,25067 (^V-. 

Ca=: 6,01 3 3951 (-} —6,179 7266 (-| +6,067 753 (-1+5,59571 ("")•"' 

C,= 6,252 2772 ^fy_6,646 8636 (^) '+6,690.089 (|y-6,223 36 (^^ • -, 
C,= 6,549 ' " M I) ~ 7»o9^ 540 (|j + 7,276 43 (|) • • ' ' 
Cs= 6,877 5io5 {^]^ 7,533 i5o (^y + 7,829 27 (^ 



C= 7,225 760 ^Ij - 7,969 73 (^|] . 

C,= 7,587 638 (fV- 8,404 84 (ly. 

C= 7,9^9 44 (!)'••- 

C.= 8,338 80 (l)'---^ 



16. 
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(4ti) et (47) 1 qui fournissent les coefficients AS^\ B^'^ et D^'^ exprimés en séries 
procédant suivant les puissances de l'excentricité, sont elles-mêmes convergentes. 
Fonli^fois, tivs que Texcentricité surpasse o,25, toutes ces séries deviennent peu 
cuïtimocles, et si Ton voulait néanmoins recourir aux séries trigonométriques pour 
représenter lo rayon et la longitude, le mieux serait d'en déterminer les coeffi- 
( Éents au inoven de valeurs numériques convenables de ces coordonnées. Mais les 
hértes rrigoiiométriques, procédant suivant les sinus et cosinus des multiples de 
Fanomidit^ moyenne, ne peuvent alors être -d'un grand secours aux astronomes. 

Le lufixiriium de l'équation du centre a lieu au moment où la variation de Ta- 
tiornalie vraie et celle de l'anomalie moyenne sont égales entre elles, condition 

(Hii est exprimée par la relation 

dv r/Ç K 

-r = -r- OU — =//. 

(it dt r» 

Si roii 1 enipliice r'^ successivement par sa valeur en fonction de u et par sa valeur 
t'U fonction il*- v — rs^ on en déduit 

COS 11= ^ — 



cos(u — cj)= ^ , 



rt*l;itïon;i qui léront connaître m et u^rs au moment de la plus grande équation 
flu centre; a sera inférieur à 90** et v — zs supérieur à cet angle. On tirera de ces 
inéines ri^lîjtiutis et de Téquation Ç = w — e singles expressions de i^ — «yet deÇ 
vt\ fonctions de e; leur différence donnera pour l'expression de la plus grande 
tVpiation r|n centre E, 



:2 e -h -77» e 



» 3_^ 599 



48 5 120 



et l'on en déduira inversement 



reUttion qui fournirait la valeur de Texcentricité au moyen de la valeur de la 
plus grande équation du centre. 
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Détermination de Vorbite d'une planète au moyen des conditions initiales 

du mouvement de l'astre. 

9. Supposons que la planète perçant le plan de l'écliptique en N {PL /, ^g, 9 
s'élève au-dessus de lui et aille couper en M le plan jrz. En même temps qu'elle 
parcourra Tare NM dans son plan, ses trois projections parcourront respective- 
ment les trois arcs NM4, Ni M et N2M2, dans des directions que nous avons in- 
diquées par des flèches. Les secteurs correspondants NOM^, N, OM, N2OM2 
pourront être calculés au moyen des formules (4), et l'on voit que pour la 
situation de l'orbite el le sens du mouvement que nous considérons ici, ces 
formules donneront c et c' positifs, et, au contraire, c" négatif. D'autre part, 
les valeurs de c, c' et c" peuvent être déduites du double K de l'aire décrite 
dans l'orbite, de l'inclinaison et de la position du nœud de l'orbite. On obtient 
par ces considérations les trois formules 

K siii(j) sinô = c', -V^ 

(5o) Ksinçcose = — c^\ ^ . I 

Kcos9 = c-, ^"^^^ ijy 

elles donneront 9, y et K sans ambiguïté, attendu que Ksin^ devant toujours 
être positif, sinô et cosô devront avoir respectivement les signes de c' et de 

-en, 

La planète étant en w, projetons son rayon vecteur sur la ligne des nœuds, et 
égalons le résultat à la somme des projections des coordonnées orthogonales : opé- 



(*) Reprenons les valeurs des coordonnées orthogonales et de leurs dérivées données, page 198, pour 
la comète de 1770. On en déduit sans difficulté, par les formules (4), 

loge =2,2775974, 
logc' = 4,588 0526, 
logc"= 4,542 2186. 

Au moyen de ces nombres et des formules (5o) on retrouve les valeurs de f et ô, savoir ^ ^ i ® 34' 3o",o, 
e = iSi*» 58'55",9, et l'on obtient de plus 

— K. 

logK = 2,277 7615, log — = 1 ,8065986. 
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roDs de même sur la perpendiculaire menée à la ligne des nœuds dans le plan de 

1 orlùle. Nous aurons les deux relations 

lius 1 ^' — -9) = -+- a:cos6-4-r sin6, 

rsiii (i^ — 6) = — xcos(f siu6 -h j^cosy cos0 -f- z sinç. 

Ou en dédiiirH les valeurs de p et de r. Cette dernière coordonnée pourrait d'ail- 
leui^ être obteiuie directement par la relation r^ = x^ +^^ 4- z^. 
L;i viti^sse si.*ra doTUiée par la formule 

npr*^Nqnoi Tun conclurM le demi-grand axe par la relation 

^ ' a r f^ 

^ (louiidissuut le demi-grand axe et la valeur de R, on en pourra déduire Texcen- 

m \v\ii\\i^ : el dés tors si Ton a recours à la formule /•= ^^ — 7—^ — r» dans la- 

' H-tfcos(p — cj) 

"H^ ^^ qtielle /■ est connu, on en conclura la valeur de cos((^ — z^). Cette solution laisse- 

ront à désirer sons deux rapports : d'abord il y aurait, dans la valeur de t^ — î7, 
une ambiguïté qu'on ne pourrait lever qu'en considérant la direction du mouve- 
nienl relativement au rayon ; en outre, Tangle pourrait n'être pas déterminé avec 
àssp2 d'exactitude par la connaissance de son cosinus. Nous allons donc donner 
d'iiuUes formules qui ne sont pas sujettes à ces inconvénients. 
Reprenons les équations différentielles 



f/f- — /f^H' dr ~ 


-/^ 


y d'z ^ z 


[5i)^ {5-A] H (53) donnent ensuite : 

.i: t;osâ^r=:+ 3,25i 25^ 

jsmfî = -|- 1,139.348 

^ftis{(^-9)=-h4,3836o6 


— X cosy sin 6 =: -f- 3 ,61 1 780 

-hjrcostf cosô =— 1 ,018549 

z sin(p = 4- o,ooT 960 



rsin(f — 0) = H- 2,595 191 

lagr=:o,707 0772 sin(i' — ô) =+ 0,5094390 

i' — ^ = 3o<^37'35^3 cos(p — 0)=4-o,86o5o68 

IogV*= 5,3465727 
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ainsi que les valeyrs de c, c' et d\ savoir : 

dr dx 

dt ^ dt 

, dz dr 

^ dt dt 

„ dx dz 

c'i= z X — • 

dt dt 



20^ 



c' d^ X 



c d -y 



5 nous trouverons 



Si par leur moyen nous formons l'expression de 

qu'elle se réduira à la différentielle de yjx -5 en sorte que les deux membres de la 
relation sur laquelle on tombera ainsi seront des différentielles exactes. En inté- 
grant et en formant les deux autres combinaisons analogues entre les équations 
ci-dessus, on aura les trois formules 



(54) 



h'=c^z' — cx' 



-fi^r 



h"=c"x'—c'y—f^-; 



A, h\ h" étant des arbitraires introduites par les intégrations. 

Sans nous arrêter à montrer que ces intégrales ne sont pas distinctes de celles 
que nous avons précédemment établies, faisons-en application aux coordonnées 
X, Y, Z du périhélie, pour lesquelles on a 

XX'4-YY'-hZZ'=o, 

puisqu'en ce point le rayon vecteur R = a(i — e) est à son minimum. En mettant 
à la place de c, c' et c" leurs valeurs en fonctions de X et X', Y et Y', Z et Z', on 
trouvera, Vq étant la vitesse au périhélie, 

x(v:-^)=», 
ï{v:-^)=»', 
z(v:_-§)=t". 

Mais, en vertu de la relation (53), on a 

- = 0,3926023 — 0,0750602 = 0,317 542 I 

« = 3,149189 
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et ainsi les formules précédentes deviennent 

,K^i c ^ h eh' e h" 

(^^' R^^Â' R^==y>' R^ = /?' 

Or si nous portons ces valeurs de X, Y et Z dans les formules (5i) à la place de x^ 
y el s, et si nous remplaçons en même temps s^ par «y, nous aurons les deux rela- 
tions 

ftxe coslvj — 9) = -h- h cos9 4- /j'sinO, 
(56) 

/|:xesln(ci — 6) = — hcosf sin9 -4- A'cos(j) cosô-h /l'^sinç. 

Ces équations sont analogues aux équations (5i); on les en déduit en remplaçant 
.T, y et z par A, //' et A", r ptàv/i^e et i^ par zs. Quand on aura déterminé A, A' et 
/i" par les équations (54), les équations (56) feront connaître l'excentricité et 
la toiigilude du périhélie sans ambiguïté. 

On pourra- même se dispenser de calculer A, A' et A". Car si l'on porte leurs va- 
leurs dans les équations (56), on trouvera, après quelques transformations, 

csi\i{n — 9) = — sui(w — e) — — (j.-'coseH-ysîn0), 

(5?) , K * K ^' 

ecos(ci — 6) = — cos(i^ — 6) — (o/sinô — /cosô) = — cos (v^ — 6)-h -tt- -. — 

Connaissant v — ts par ce qui précède, on calculera u par la relation (18). La 
relation (19) donnera à l'origine du temps s — cy, et, par suite, conduira à la 
valieur de la dernière constante e qui restait à déterminer. 

Changements produits dans les coordonnées d'une planète^ par de très-petites 

variations des éléments de Vorbite. 

10» Imaginons que le moyen mouvement et la longitude moyenne de Pépoque, 
TeKcentricité et la longitude du périhélie, l'inclinaison et la longitude du nœud 



Les lorinules (57) donnent à leur tour : 

— sin((' — ô) =:— 0,5094390 — cos(c — ô) =r — 0,860 5o68 

K. K. 

- ^ \^' <()sO -|-r'smô) = — o,o3'7q8oQ — (x' sinÔ — y' cosô) = + o,2C)q5i6 •: 

yp yp^ cos(j> ' ' ' .'rr / 



c sin(cj — ^) = — O5547 4^99 ^ cos(cj — ô) = — 0,560990 i 

Ci^s valruT's de <? sin (cr — 0) et e cos (a — ' ^) fournissent les mêmes valeurs de <? et o — qui avaient 
servi à i^fablir les valeurs des coordonnées et des dérivées des coordonnées orthogonales, prises inverse- 
wwni ici pour point de départ. Le reste du calcul ne peut offrir aucune difficulté. 
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MOUVEMENT HÉLIOCENTRIQUE DANS L'ELLIPSE. 209 

reçoivent de très-petits accroissements an et ^b^ âe et d'ar, â(p et (?S, que nous sup- 
poserons tous exprimés en secondes sexagésimales ; et proposons-nous de recher- 
cher quelles variations éprouveront les différentes coordonnées de la planète. Nous 
ferons plus tard un fréquent usage des formules que nous allons donner ici. 

Anomalie moyenne Ç. — L'anomalie moyenne étant une fonction linéaire 
de «, £ et îjr, on a rigoureusement, quelles que soient les grandeurs de ùn^ c?£ 
et (?or, 

(58) (ÎÇ=f.cJ«4-cîe — cîcT. 

Anomalie excentrique u, — L'anomalie excentrique n'étant pas une fonction 
linéaire des éléments, on ne peut supposer sa variation proportionnelle à celles des 
éléments qu'autant que ces dernières sont fort petites. S'il n'en était pas ainsi, on 
ne devrait se servir des formules suivantes, soit pour l'anomalie excentrique, soit 
pour les autres coordonnées, qu'après s'être assuré que les termes d'ordre su- 
périeur sont négligeables. On pourrait, au reste, tenir compte des termes d'ordre 
supérieur : nous ne nous en occuperons pas ici. D'après ces considérations, on 
trouvera, par la difïerentiation de l'équation (19), 

« du « du « du ^ du ^ 

au = -7- ae -h -7- a« -4- :7- e -h -,- dcj , 

rti dn de da 



(59) 



du _ 


— 


du _ 
dxn 


a 

"-? 
r 


du 
dn'^ 


du 
dt 


x/, 




du 
de *~ 


du 

dg 


X sinw. 



Longitude dans l'orbite. — On a pour déterminer sa variation, la suite des 
formules 

« dv ^ dp ^ dv ^ dç ^ 

Jj/ = -r- ac -h -- J « 4- -r e -h -r- OCT , 
ai dn de dzs 



(60) 



ilv a^ dv dv 

— = —C08Y}. — =-— X^, 

di r* dn dz 

dv 2+sinYicos(p — w) . , . 

de cos'ïj ^ ' 



dv dv ,jt\ 



(*) Prenons pour exemple de l'application de ces formules la comète périodique découverte en i843 
L an 



Digitized by 



Google 



\ 

L 



seul REGHERCFiES ASTRONOMIQUES. — CHAPITRE II. 

fjonsque reKcentricilé est très-petite, la dernière des formules précédentes est 

peu commode, ~ différant fort peu de Tunité. On peut alors recourir aux déve- 

loppemeiils on séries qui donnent, par la diflérentiation des formules (49)? et en 
aégligoaiit les puissances de e supérieures à la troisième, 

+ .3(l)'sm3Ç + i|i(î)*sin4{, 

("•) L^=-i'-(;)>"f-|»©-¥(î)'l'»-f 

_ ,3 (îy COS3Ç- -^ (îy COS4Ç, 

fh dv 

dt ^ dxs 

il u\ a aucun inconvénient à déduire ^-de-^-» ce dernier coefficient étant 

^ ae aa 

très-petit et de l'ordre de Texcentricité. 

On pourrait encore calculer directement ^ par la formule 



(fia) 



acos(f — tj) -h ^cos'(t> — d) -h (i -i-côs>î -f-cos'îQ)tanij[- 



e dm cos^îQ 

Rayon vecteur. — Le rayon vecteur r=a {i — e cosu) varie, non-seulement à 



\mr M. Paye, et dont le mouvement est défini par les éléments suivants : 

1843 Nov. 24 n r= 477">272 i5 logo = o,58o 8270 

n= 33«47'52'',i 

cj = 49*^^*4^'^ 

ç= 5. 7. 7,9 
(f= 11.22.33,3 
= 209.32. 7,5 
Ou '^11 ilécliùt au ^. Décembre : 

f = 8 logr = 0,24330 c^ — = 25^28' i'' 

i-î , [mv suite , 

^««^3,9324^6 H- 3i ,459^'' + 1 ,558o^<? — 2,9324<ycT; 

û\m Ton voit que pour un accroissement de 10" dans chacun des éléments Si y Se, Srs et pour un ac- 
croissomctit de T' dani k moyen mouvement diurne, la longitude augmenterait, somme totale, de 
57^039. 
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cause du changement du moyen mouvement n qui entre dans l'expression de Uy 
mais encore à cause de la variation du paramètre a. On éliminera & a par la relation 

^ « = — g ~ ^'^ ; et Ton obtiendra, en exprimant & r en secondes, 

» dr ^ dr ^ dr ^ dr ^ 

dt dn de dxs 

dr dr • / v 

-r- = — -7- =a tangy? smcf' — cr), 
(63) d. dr. 



dr dr 2 



dn dt 3 /zsini'' 

dr^ 

de 



dr . . 

= _acos(i'— ct). 



Considérons maintenant les coordonnées écliptiques de Tastre, savoir la longi- 
tude réduite à Fécliplique, la latitude et le rayon vecteur projeté sur Técliptique. 
Longitude héliocentrique i^< . — - La diflférentiation de la formule 

taDg((^i — 9) = cosy tang(i^ — B) 

donne, chapitre premier, formules (3) et (4), page 166, 

J (/, = ^^ J (/4- ( I _ 22ïl\ SB — tang5 005(1^1 — 0) Jç , 
cos'j \ cos^sj ^ ^ ^ ' 

d'où Ton déduit, en mettant à la place de â (^ sa valeur, 

^ di^i ^ dv, ^ dvi . dif, ^ dtfi ^ dvx «-. 

' dt dn de dxs d<f * dO 

dvi dv cosy rfP| dv cosy 

dt dt cos'f de de cos' s 

/f*,\ dPi dv cosç du^ di» cosf 

^ ^* dn dn cos'^s ' du da cos' s 

dvi , - . 

— = — tang^ cos(^'i — 0), 

o 
, 2sin' - — sin*5 • 

w, cos^ 2 

d^ cos'f cos'j 

On trouve pareillement 

^ ^r = i,0964^( — 495)73 ^/t — 3,43915^ — 1,0964^0. 

dr 
Des deux termes qui ont fourni le coefficient de (î/?, le premier — X ^ est égal à -H 8,77 et le second 



dt 

"^ — : — « est égal à — 5o4,5o. 
3 Tismi'' ® ^' 



^7- 
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Loi^que Tobliquité est faible, ^^ diffère peu de l'unité, et les coefficients de âf 

et âQ sont très-petits. 

Latttiirle héliocentrique. — En différentiant l'équation sin^ = sin9 sin(^ — 9), 
on obtient^ à Taide des formules (3) et (4) du chapitre premier, page i66, 

- ds ^ ds ^^ ds ^ ds ^ ds ^ , ds ^ 

ùs=—do-^-j2dQ-^-7-'dt-\-—dn-h — ie 4- — Ocr, 
dtf ' d9 de dn de *dm 



(65) 



— = sm{i^,— e), 




ds . , 


-^). 


ds dp ds 

~dl~'~7'i"dô^ 


ds dv ds 


ds dv ds 
dn^' dn do' 


ds dv ds 
dxj du dB 



Projection du rayon vecteur sur VécUptique. — La différentiation de l'équation 
!( =r cosj conduit aux formules 

, drx . r/r, ,. dr^ * drt ^ dr^ . </r, ^^ 

de dn de du dfo ^ dQ 



{66} 



dn 
di 


dr 
= -7- coss 
de 


ds . 

T-rsiiis. 

de 


dn 

dn 


dr 

= -7-COS5 

dn 


ds . 
dn ^ 


dr, 
de 


dr 

= — COS5 
de 


ds . 

7-rsm5, 

de ' 



dry dr ds 

-7- = -T COS5 7-rsm^, 

f/s aïs acT 

f/p^ d(f 

dry ds 

dû dO 



Les formules différentielles qui précèdent sont générales et rigoureuses^ quelles 
que soient T excentricité et l'inclinaison de l'orbite. Elles se simplifieront dans 
rappliciition, surtout quand l'inclinaison de l'orbite sera très-petite, plusieurs des 
facteurs devenant eux-mêmes ou très-petits^ ou très-voisins de l'unité. En les 
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rapprochant des formules (7), (8) et (9) du chapitre premier, pages 176 et 177, 
on obtiendra enfin, et sans difficulté, les variations des coordonnées géocentri- 
ques de Tastre en fonctions des variations des éléments de l'orbite. 

Désignons par g l'un quelconque de ces éléments. Relativement à lui, les va- 
riations de la longitude géocentrique ^ et de la latitude géocentrique X seront 
données par les formules 



(67) 



"^ \d^, dg ^ Hr, dg) "^' 
»^ /d\ ds d\ dPi d\ dr\ ^ 

^^=\JsTg'^Tv,Tg^d;^,Tg)''S'' 



dj^ d^ d\ dk d\ 



-j^j ■j^'» 27' ^ ^^ 5" ^^^^'^^'^^ ^^s formules (8) et (9) du chapitre premier, 

pages 176 et 
sent chapitre. 



pages 176 et 1 77 ; ^î 7^ ^^T" résultent des formules (64), (65) et (66) du pré- 



Mouvement héUocentrique dans V hyperbole. 
11. L'intégration nous a donné, page 187, l'équation générale, 

u — esinu = -^—^ [t — r), 

dans laquelle le diviseur a \/a, introduit par l'intégration, ne doit pas être rem- 
placé par yja^ quand a est négatif, ainsi que cela a lieu dans l'hyperbole. I^ se- 
cond membre de l'équation est alors imaginaire : il en est de même de Uj et il de- 
vient nécessaire de faire disparaître cet inconvénient par une transformation con- 
venable. 

Posons, à cet effet, 

a = — t, 



u = 



u'=Logtang^45°-f-|). 

b étant le demi-axe transverse de l'hyperbole, F étant la nouvelle variable auxi- 
liaire qui tiendra la place de u : la caractéristique Log indique un logarithme 
népérien. Nous aurons successivement, en désignant par c la base des logarithmes 
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népénens, 

a' US» -t- ^) q= cos» U5» -f- ^^ 



-cosF 

2 

c"' — c"""'= atangF, 

2 



- C~" = 



cosF 



c"' — I F 



Or, par le moyen de ces transformations, Téquation en u deviendra 

(68) e?langF— Logtang (45°-h- j = wt-f-e — or, 



n étant donné par la relation 

ffi. 



(69) n = 



Le ra^on vecteur aura pour expression 



I h 



et l'anomalie vraie sera donnée par la formule 






F 

tang-. 



Ces équations se déduisent des formules 

r= a[i — ecosw) 



p — u / 1 -h e a 

et tang^— =1/— — tang-, 



=v/^ 



par Tel imi nation de 1/. 

I^ rayon et Tanomalie peuvent encore être calculés par le moyen des formules 



(7») 



f- V — ta ^ /[e — i)^ 
2 V cos F 



F 
cos — 

2 



Ijorsque l'excentricité est très-peu supérieure à Tunité, Temploi des formules 
précédentes peut être insuffisant pour donner, au moyen des Tables ordinaires de 
logarithmes à sept décimales, l'anomalie ayec exactitude. Le mouvement de l'astre 



Digitized by 



Google 



MOUVEMENT HÉLÏOCEN TRIQUE DANS LA PARABOLE. 21 5 

peut alors être déduit du mouvement parabolique au moyen d'une correction 
convenable, ainsi que nous le verrons plus loin. 

Mouvement héliocentrique dans la parabole. 

12. Le rayon dans l'ellipse a pour expression r = ^\_'''^ \\_ ^ i ' Réduisons e 

à l'unité, après avoir représenté par q la distance périhélie ^(i— e). Nous ob- 
tiendrons pour l'expression du rayon dans la parabole, 

(73) r= ? 



cos' 



En considérant de même l'équation r" di^ = yja/ii{i — e^) dt, et y remplaçant r 
par la valeur que nous venons d'obtenir, on trouvera 



cos* 
2 



d(f i—rr- dt 

v — rs sfq^ 



éqiiation qui s'intègre directement et fournit 

/ /\ ^ — ^ I %^ — ^ ff r ' 

(74) ^«°8-T- + 3'«'^S'-5-=v/tv^-^. 

le temps t étant compté à partir de l'époque du passage au périhélie. 

Posons tang - — ^ = a: et mettons à la place de ^f sa valeur précédemment 

trouvée en supposant qu'on prenne le jour solaire moyen pour unité de temps. 
Nous aurons pour déterminer l'anomalie vraie, correspondante au temps f , les 
relations 



. ^. a: -h -a:» =(2,085 0664 4)^4/- 



fi 
\f — CT = 2 arc tangjc. 



Ainsi la détermination de l'anomalie vraie par le moyen du temps dépend de la 
résolution d'une équation algébrique du troisième degré. Cette équation peut 
être traitée avec une grande facilité, et l'on peut, en outre, abréger les calculs au 



moyen d'une Table fournissant directement, pour les différentes valeurs de 1 1/^ 



les valeurs correspondantes de (^ — or. Quand il s'agit des comètes, seuls astres aux- 
q[uels il y ait lieu d'appliquer cette théorie, on peut réduire (x à l'unité. 
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On trouvera dans une addition au présent article, page 223, une Table du 
moui^ement des comètes qui, sous une forme réduite, donnera avec rapidité la po- 
sition d'un comète pour toutes les valeurs du temps. 

Le temps qu'une comète, partant du périhélie, met à atteindre 90 degrés d'ano- 
malie vraie, s'obtient en faisant x égal à Tunité. On trouve ainsi pour ce temps ^ 

(76) . . G= io9J°"",6i56xv/^. 

Lorsque la comète atteint cette position, sa distance au Soleil est double de la 
distance périhélie. 

P^ariations différentielles des coordonnées. — La situation de l'astre dépendant 
de la distance périhélie ç, de la position zs du périhélie et du temps écoulé depuis 
le passage par le périhélie, nous poserons 

où Ton H, eu exj)rimant &q et la fraction de jour ât en secondes sexagésimales, 



(78) 



dv 

dt 

dv 



J = + V^Vf^ 1 = + (2,386 10) v/f<7 i' 



dr . . 

^ = c.os(^-ci), 



Soient ensuite, pour les coordonnées écliptiques, 

. d», ^ d», . d», , dv, t dv, ,. 

^'^ = di^'J-^-dt^'^d-.'''^T,^'i^T,^^' 
(79) ^^ = %^^+ 7t^' + t^^^%^t^%^^^ 

* drx f. dr, . e/r, » drx • dr* «^ 

^'^=T,^^ + -di^'-^7-J''^T,^f^di^^' 
Ijes dérivées par rapport à 9 et ô se calculeront par les mêmes formules, art. 10, 
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que dans le mouvement elliptique. Les dérivées par rapport kqjtetwse dédui- 
ront, des dérivées de v et r par rapport aux mêmes quantités, au moyen des for- 
mules, art. 10, qui, dans le mouvement elliptique, servent à former les dérivées 
dei^^jS et Ti par rapport à £, /i, e et cr au moyen des dérivées de i^ et r par rapport 
à ces dernières quantités. 

Mouvement îiéUocentrique dans t ellipse et l'hyperbole^ lorsque 
V excentricité diffère peu de V unité. 

13. En désignant par q la distance périhélie, nous avons, soit dans Tellipse, 
soit dans Thyperbole, 

r = ', 

I -H tf cos(c — m) 

r» di^ = ylf^t.q[i + e) df. 

Posons, comme plus haut, x = tang "~^ ? et, de plus, a = -^^j a étant une pe- 
tite quantité, positive dans l'ellipse, négative dans Thyperbole. Les équations ci- 
dessus deviendront 

r = ? (n-aa:M-S 

cos' 



^,^:r^)(,^^^^y^dx = dt)^^JtS^ 



développant la dernière par rapport aux puissances de a, intégrant et comptant le 
temps depuis Tinstant du passage au périhélie, on aura 



=v/tV^ 



La loi de formation du premier membre est évidente. 

Lorsqu'on néglige a, cette équation se réduit à l'équation ( 74) du mouvement pa- 
rabolique, dans le second membre de laquelle ^ i/^ est remplacé par t \/ ^ / ', 

c'est donc cette dernière quantité qui devra servir d'argument, si l'on a recours à 
une Table du mouvement parabolique pour avoir une valeur approchée de x, 
valeur qu'on rectifiera ensuite par des approximations successives. 

Si X était très«-considérable, la série à laquelle nous venons d'avoir recours ne 
L 28 
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pourrait pas servir. Mais le développement en série est inutile pour les positions 

c(ue l'astre occupe alors, et les équations en termes finis donnent une exactitude 

suffisante. 

On pourrait développer l'anomalie vraie elle-même suivant les puissances de a. 
Nous ne nous y arrêterons pas, ces formules n'étant pas d'un usage fréquent eu 
astronomit\ 

II. — De V aberration. 

14. Lorsqu^on aura déterminé, par ce qui précède, la position héliocentrique 
d'un astre, ou en couclura sa position géocentrique vraie par les formules du cha- 
pitre premier, art. 12, page 175. La position géocentrique apparente diffère un 
[jeu de la vraie, à cause du phénomène de l'aberration, dont nous pouvons actuel- 
lement mesurer les effets. 

Quand un observateur, placé en t sur la Terre, reçoit un rayon lumineux ts^ 
émané d'un asti^e mobile ^1 {Pl.I^Jig. 10), la direction apparente de ce rayon 
diiTère de la ligue droite ts qui, en cet instant, va de l'observateur à la position 
eifective de Tastre : cela tient à ce que la position de l'astre a changé pendant le 
temps que la lumière a employé pour parvenir jusqu'à la Terre. L'angle ^/^i, dont 
la position apparente ts, diffère de la position réelle ts, est V aberration provenant 
du mouvement propre de l'astre observé. 

Le rayon ts,^ perçu par l'observateur, éprouve en outre une déviation apparente 
provenant du mouvement de cet observateur. Supposons que ce mouvement soit 
tel, que, tandis que la lumière va de s, en /, l'observateur se transporte de t, en t. 
Si nous prolongeons s, t d'une quantité égale jusqu'en ^a, et si sur tt, et tS2 nous 
construisons unr parallélogramme, la diagonale vtj prolongée suivant ts\ fera 
connaître la direction apparente tsf du rayon réel ts,. L'angle .^i ts' est V aberration 
<hie au mouvement de la Terre. Ce second effet ne dépend point de la distance 
de Tastre à la Terre, mais seulement de la direction dans laquelle il est placé et 
du rapport de la vitesse de la lumière à la vitesse de la Terre. 

Si nous joignons i, s,^ cette droite sera parallèle à ts' -y il en résulte que, par 
l'effet composé des ileux aberrations, la position apparente d'un astre, à une 
cpoque donnée» n'est autre que la position réelle qu'il occupait par rapport à la 
Terre, à une époque antérieure à la première de tout le temps que la lumière 
a mis pour aller de Tastre à la Terre. On a reconnu que la lumière met 497*777 ^ 
parcourir une distance égale au demi-grand axe de l'orbe solaire. 11 en résulte que, 
pour trouver à Tépoque t la position apparente d'un astre dont la distance à la Terre 
est A, il suffit de calculer la position réelle pour le temps t diminué de 497*^77 X ^• 

Cette marche présente l'inconvénient qu'on ne peut l'employer que si Ton 
counait k Tavance la distance de l'astre à la Terre, ce qui n'a point habituellement 
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lieu. On préfère donc généralement, quand on a besoin de former une éphé- 
méride des positions apparentes d'un astre, commencer par former une éphéméride 
des positions réelles, et en déduire la correction dont elle a besoin pour être 
transformée en éphéméride des positions apparentes. Supposons, par exemple, 
qu'on ait trouvé, à im moment donné, l'ascension droite réelle x d'un astre, sa 
déclinaison réelle (D et sa distance A à la Terre. Supposons encore que de l'é- 
phéméride construite on ait conclu en ce moment les variations (J e.l> et cf oo de 
l'ascension droite et de la déclinaison en une seconde de temps. Si nous dési- 
gnons par X' et q' les coordonnées apparentes, nous aurons 

^'' ®'=®— 497>77^.cî(î). 

Outre ces moyens de tenir compte numériquement de TaberraUon, il nous sera 
nécessaire d'en savoir calculer directement l'effet. Or, comme, dans toutes les cir- 
constances que nous aurons à considérer, l'aberration sera faible , nous pour- 
rons, sans erreur sensible, estimer les différentes parties indépendamment les 
unes des autres, ce qui simplifiera la solution du problème. 

15. jiberration due au wouvement de la Terre autour du Soleil. 

Les formules (10), page 177, du chapitre premier, donnant les changements des 
coordonnées gédcentriques d'un astre, dus à de petites variations des coordon- 
nées du Soleil, ou, ce qui revient au même, de la Terre, résolvent la question à 
l'égard de la longitude 41 et de la latitude X. On a, en remarquant que R, est sen- 
siblement égal à R, 

(Î4:=,-^cos(G-4:)^0-f-7-^siii(0-^)dR, 
, . ^ A cos> ^ ^' A cos/ ^ ^' 

(2) 

dl= __sm(0 — 4^) (ÎQ — — cos(0— J^Rj 

formules dans lesquelles il faut prendre les valeurs de (J et c? R correspondantes 
à une durée de temps — 497%77 A. Ces valeurs de (J G et (J R sont fournies par 
les formules (60) et (63), pages 209 et îii i , du chapitre II, lesquelles donnent ainsi 

/3^ = — 497,77^-'* -rT' 

(ÎR= — 497%77 A. wtangy] sin(0 — P), 

P étant la longitude du périgée solaire. Substituant dans les formules (2) et 

a8. 
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posant 



cosn 



nous auronsj -C' et X' désignant la longitude et la latitude apparentes, 

• V = J"V ^-^-^'^-^^-siit^O — 4^)4-vsin>7sinXcos(0— 4^) sin(0 — P). 



Tîomplaçant ciiCn —^-^ par sa valeur n-e cos(0 — - P), on obtient 

?/^i— W,445 sinX{sin(0— 4^)-f-esin(P— 4;^)}^ 

e — sîuï] représente Vexcentricité de Torbite du Soleil. 

S'il s*agit d'une planète ou (J*une comète dont la longitude varie avec le temps, 
le terme dépendant de e devra, quoique très-petit, être conservé. Quant aux 
étoiles, leurs coordonnées variant avec une grande lenteur, ce même terme 
se confondra avec la position moyenne, et pourra, par conséquent, être négligé 
lorsqu'on n^anra pas d^autre but que de déterminer les positions apparentes. 

A l'égard du Soleil lui-même, on supposera X = o, 4^= O ; l'aberration en lati- 
tude disparaîtra, et Taberration en longitude sera 

(5) o— 0- — 2o",445{i-h«cos(0— P)|. 

Connaissant raberration en longitude et en latitude, nous en déduirons Taber- 
ration en ascension droite et en déclinaison par les formules (6), page 160, du cha- 
pitre premier, en y remplaçant &J^ et &k par -C — C et X'— X. Nous trouverons, 
pour r ascension droite par exemple, 

flc/^ rl*^ — ^ {msS cos(0 — -C) — s^^^^ sinS sin(0 — ^| 
^{rusS cos(P— 4;) — sinX sinS sin(P— 4^^)}. 

En considérant également F expression de Taberration en déclinaison, on aura, 
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après quelques transformations (*), 

, 20", 445 ( ^ . -nï 

X==X -^-^ cosw cosjio{cos04-e cosP} 

cosCÊ) * ^ ' 

(6) -^sinjl, ( sinQ-f-e sinP}, 

^ ' cosUb) ' ' 

(£/=(© — 2o'',445sinO coScA« {sin0H-e sinPj 

— 20'', 445 {cosOC) sinw — sinOD coscù sinxl |cosO-4-e cosPj. 

Lorsqu'il s'agira des étoiles, et qu'elles ne seront pas extrêmement voisines du pôle 
de l'équateur, on pourra omettre, comme précédemment^ les termes dépendants 
de l'excentricité de l'orbite solaire. 

Il est facile de déterminer la courbe apparente qu'une étoile parcourt sur la 
sphère céleste en vertu de l'aberration. Rapportons les positions apparentes à deux 
axes rectangulaires, l'un tangent au cercle parallèle à l'écliptique, l'autre perpen- 
diculaire à ce cercle. Les coordonnées du lieu apparent et parallèles à ces deux 

axes seront 

j^=:X' — X=: — V sinX sin(0 — ^) , 

x=(^ — ^ cosX= — V CCS (0 — 4^) ; 
d'où Ton déduit, par l'élimination de la longitude du Soleil,, 

(7) -^-i-a:* = v». 

Telle est l'équation de la courbe cherchée. C'est celle d'une ellipse dont le grand 
axe, parallèle à l'écliptique, et le même pour toutes les étoiles, est égal à 
a v = 40^,89; le petit axe est variable et égal à 4o",89 sinX. Pour une étoile située 



{*) La première ligne de la valeur (X) de X' devient par son développement, 

r ( cosS cosi' H- sinS sini* sin> j cosO 

I cosS sin 4^— sinS cos^sinX | sin © , 



cosCD 

expression qui , en vertu de la seconde des formules (8) et de la première des formules (4) , pages 98 
et 96 de riNTRODUCTiOK , se change en celle-ci : 

V V 

— cosJL cosw cos© sin^l, sin©. 

cosû^ cos® ^ 

r.a seconde ligne de la valeur (X) de X' se déduit de la première, en multipliant celle-ci par e? et y 
changeant © en P. 
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ciu pèle de récliptiqiie, Tellipse se réduit à une circonférence; elle se réduit à une 
ligne droite pour une étoile située dans Técliptique. Ces diverses propriétés s'éta- 
bliraient aisément par des considérations géométriques. 

16. j^berration due au mouvement diurne de la Terre. 

Désignons par 0)^ et Xo la décltoaison et Tascension droite de Tohservateur, 
lesquelles sont égales à la latitude terrestre et à Theure sidérale de l'observation. 
On trouve, par des considérations analogues aux précédentes, que la déclinai- 
son et rascension droite apparente d'un astre dont la déclinaison et l'ascension 
droile vraie sont (0 et i , seront, si Ton n'a égard qu'à l'influence de l'aberration 
diurne, données par les formules 

,t;^X-l-o'%3i -cos(.<Lo — X), 

( S ) ' cos cO ^ ' 

(Ei'=cf)-i-o",3i 005(00 sinCD sin(Xo — <A,). 



Dans les passages au méridien supérieur, on a ^^q = x» En conséquence, l'aber- 
ration en déclinaison est alors nulle, et l'aberration en ascension droite se 
réduit à 

y X — cl> = o%3i ~. 

Dans les passages au-dessous du pôle, l'aberration en ascension droite garde la 
même valeur absolue, mais change de signe. 

On pourra négliger l'effet de l'aberration diurne dans le calcul des passages 
des étoOes au méridien supérieur, pourvu qu'on ait conclu leurs positions de ces 
passages uniquement, et qu'en les déterminant, on ait également omis l'effet de 
Taberration diurne; cet effet étant sensiblement le même à toutes les époques, 
pour une même étoile, il se trouvera compris dans la détermination du lieu 
moyen de Tastre. ' 

T/effet de l'aberration diurne sur les passages du Soleil au méridien sera à peu 
près constant; les ascensions droites et les longitudes observées seront accrues, par 
cette cause, d'une quantité moyenne o",3i coscDo* On aura donc, à très-peu près, 
en réunissant cet effet k celui de l'aberration annuelle, précédemment déterminée, 

(nj) O' — Q^ — ao",45 4-o'',3i cos(©o — 0^34 cos(0 — P). 

Imaginons qu'on ait construit des Tables du Soleil au moyen d'observations 
faites dans l'observatoire dont la latitude est cD^, et que dans cette opération on 
ait négligé la partie constante { — ao",45 + o", 3 1 coscDoj dq la longitude. Lors- 
qu'on aura besoin ultérieurement de calcider, au moyen des Tables, un lieu vrai 
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du Soleil, pour une heure donnée, il faudra, après avoir calculé la longitude par les 
Tables sans tenir compte de Taberration, ajouter au résultat { 20*^,45 — o",3 1 cos ®o | • 
Cette quantité serait égale à ao^'jaô, en supposant les Tables construites sur les 
observations de Greenwich. Si Ton veut enfin trouver le lieu apparent du So- 
leil pour l'heure sidérale x'o et pour l'observateur dont la déclinaison est (d'^,, 
il faudra, en employant les Tables, tenir compte de Taberration par la formule 

(11) — o",34 cos(0 — P)-f-o",3i |cos(î)icos(cl,i — x) — COS(E)o}. 

17. Aberration provenant du mouvement propre des planètes. 
Les formules (7), page 176, du chapitre premier, qui font connaître la variation 
du lieu géocentrique pour un petit changement dans le lieu héliocentrique de 
l'astre, sont propres à la détermination de cette partie de l'aberration. Nous ne nous 
arrêterons pas à développer les expressions auxquelles on serait ainsi conduit : 
elles sont compliquées, et il est préférable de déterminer l'aberration totale des 
planètes par les formules (i) ci-dessus, ce que les éphémérides dont on dispose 
l'endent toujours facile. 

III. — ADDITION A L'ART. 12, p. 2i5. 

Table du mouvement parabolique. 
Soient : * 

fjL la somme des masses de l'astre et du Soleil ; 
q la distance périhélie de l'astre ; 
y le nombre de jours solaires moyens écoulés depuis le passage au périhélie; 

logÂ:= îi,o85 066 44- 

L'anomalie vraie z est donnée par l'équation 

tang^-f- jtang»-=Ar/. 

Supposons qu'on ait calculé la valeur Zq de l'anomaUe vraie et de ses dérivées 
pour t = to : on aura, pour une valeur de t voisine de t^y 

expression au moyen de laquelle on pourra déterminer 2, tant que{t — /q) sera 
assez petit pour que la série soit suffisamment convergente. 
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On a trailleurs : 

dz I i2 

4H z (dzY 

— 35tang»^4-i3tangî) (~j\ 
Ï^Ung»--.5otang'- + -j(^-), 

— 1820 tang*- -f-i8o5 tang' - — aiSlang- j ( ~ J 
î^tang*--|.5i8olang«--— j^- 



dâ 

dH 
dt 

elc 



i7290tang''- 



5\ /^«y 



I^ loi par laquelle on passe de l'expression d'une dérivée à celle de la suivante, 
est facile à obtenir; si Ton pose 



-T^ " [ A tang"-* - +B tang"-' - -j-C tang"-* - -h 



^ = (A'tang-iH-B'tang^-i +Ctang»-* 



-){S)" 



on obtient 



A' = 
B'=. 



2 

3/J + 3 



A. 
B-t 



A, 



C'=-il±^C + ^:=-^B, 



etc. 



On trouve dans laTable ci-après lesvaleurs de «0 et de (^) , -ij^) ^ —^{-jr^) '•"' 

pour diverses valeurs de Ûq^ depuis ^0=0 jtisqu'à tQ=: ^0000. Les calculs ont été 
conduits comme il suit : 

Pour to^=Qf ^0 est nulle. On a calculé les valeurs correspondantes des dérivées. 
Avec ces dérivées, et en faisant ^ — <o= 2, on a calculé la valeur de z correspon- 
dante à ^ — a; puis on a déterminé les valeurs des dérivées correspondantes à 
cette nouvelle valeur de z. Ainsi de suite, on a obtenu successivement les va- 
leurs de z et des dérivées correspondantes, inscrites dans la Table. 

Dans cette formation de la Table, on a poussé le calcul des valeurs de z jus- 
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qu'aux dix millièmes de seconde^ et Ton a fait usage des cinquièmes dérivées. 
Mais, dans les applications, il suffira de conserver les centièmes de seconde 
dans les valeurs de z, et de faire usage des termes en (^ — ^o)'; nous ne don- 
nerons donc pas le coefficient du terme en (^ — <©)* dont la valeur est inférieure 
à o",oi lorsqu'on prend pour point de départ, parmi les valeurs de ^o inscrites dans 
Ja Table, celle qui est la plus voisine de la valeur de t que Ton considère. 

Exemple. 

La distance périhélie q d'une comète'est égale à o,i ; le temps y* écoulé depuis 
le passage au périhélie est égal à 6^,690 997. On demande l'anomalie vraie. 

On trouve d'abord, en supposant |j!. = i , z = 208,4^5 6 1 . 

Cette valeur de t est comprise entre les arguments 200 et 210 de la Table; et, 
suivant que l'on part de la limite inférieure ou de la limite supérieure, on doit 
effectuer l'un des deux calculs suivants : 



t = 208,4^5 61 
fo = 200 



i-^to = + 8,425 61 

z= iio** 24'46'^69 log. 

-f- i . 1^.1^1 y ^2. (3,65i5i27) 

— 2.20,19 (2,14671) 
-^ 4,76 (0,678) 

— 0,16 (1,21) 
= 111^37' i3'%52 



/ = 208,4^5 61 

/o=2IO 

f—ro = — 1,574 39 

ii°5o'i6",87 log. 

12.58,96 (2,891 5i55) 

4,35 (0,63829) 

o,o3 (2,422) 

0,00 (4,22) 



iii«37'i3",53 



Les deux calculs conduisent au même résultat; mais le second, dans lequel la 
valeur de 1 — 1^ est la plus petite, et qui est le seul dont on trouve dans la 
Table imprimée tous les termes sensibles, offre l'avantage que les termes dé- 
pendants de [I — Iq)^ [i — ^Y-i (^ — ^0)* sont plus petits, et que le terme dépen- 
dant de [t — ^0)* est insensible. 

La Table n'est pas étendue au delà de < = 40000; passé cette limite, on peut 

faire usage de la formule 

i. 

^ = i8o°-(6,o94 7a59)(iy-(6.877i8)(j) 

6. 

-(7.3.3) (i)' 

etc 

dans laquelle les coefficients sont donnés par leurs logarithmes et expriment des 
secondes d'arc. 

L ^9 
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Pour ^ = 4^000, par exemple, on aura le calcul 

log. 

z^iSo^— io« & 6'', 87 (4,5607059) 

— 3 . 8,4i (2,275 12) 

- 0,44 (T,643) 

= i690 5o'44",28 

CieUe valeur de z est la même que celle de la dernière ligne de la Table, où elle 
;i été calculée a ul rement. 

Table de V anomalie vraie dans le mouvement parabolique. 
Formule jusqiià t = 40000. 

s = z^ -h A, [t - t^) 4- Aa (^ - ^0)' + A, (^ - I0? -4- A4 (< - t^Y 4- . .. 

Nota. Les signes placés devant les logarithmes de A, , A, et A3 sont, suivant notre usage , les signes des 
^■ot^llicientîi Â^ , A, et k^ oux^mômcs. 



o 
a 

4 

6 

8 

to 

t4 
16 
18 

10 

as 

a8 

3o 
an 
34 
36 
38 

40 
4s 



O O O 00 

247,11,83 

5,34. OfOO 

8.20. 1,19 

Il . 4-52,82 

i348.i3,3r 
16.29.42,39 

21.45,53,23 
24 20. 2,89 

26.51 . 17,15 

31.44.16,52 

34. 5.44,97 
36-23.44 r5i 

38.38.11,23 
40.49, 2,74 
42.56.18,02 

44-59.57,33 
47» O' 2,00 

48,56,34,33 
50.49 37,39 



logA, 



^- 3,700 5216 

-h 3,700 0079 
H- 3,6984710 
H- 3,6959236 
-f- 3,6923863 

H- 3,687 8872 
4- 3,6824613 
-h 3,676 1493 
-f- 3,6689972 

-+- 3,661 o547 

4- 3,652 3748 
-f- 3,643 0121 
-f- 3 ,633 0224 
-+- 3,6224621 
+ 3,611 3863 

-+- 3,5998496 

H- 3,5879044 

4- 3,5756011 

-h 3,5629877 

■+■ 3,55o 1091 

-h 3,537 0077 
4- 3,523 7227 



logAj 



— 00 
0,471 60 
0,76930 
0,93987 
1 ,057 02 

1, 144^0 

I ,211 71 
1,26497 

I ,307 44 

I ,341 35 

1,368 25 
1,38929 
1 ,4p5 35 
1,417 i4 
I ,425 20 

I ,430 o3 
1 ,432 01 
i,43i 49 
I ,428 77 
1 ,424 10 

1,41772 
1,40983 



logA, 



,695 

»69« 
,681 

,664 

,64i 

,610 
,571 
,525 

»47o 
,4o5 

,329 
,239 
,i3o 

2,994 
;2,8i4 

2,538 

3,847 
2,237 
2,585 
2,753 

2,857 
2,928 
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42 
44 

46 

48 

5o 

52 

54 
56 
58 

60 

64 
68 

72 
76 

80 
84 
88 

92 
96 

100 

io4 
108 
112 
116 



5o 49 37,39 
52.39.14,95 
54*25. 3i ,32 
56. 8.31,24 

57.48. 19,82 
59.25. 2,4l 

60.58.44,53 

62.29.31 ,82 

63.57.29,99 

65.22.44>74 
68. 5.26,60 
70.38.21 ,86 
73. 2.13,17 
75-17.40,91 

77.25 22,94 
79.25.54,44 

8ï. 19-47 »97 
83. 7.33,52 
84.49.38,62 

86.26.28,52 
87.58.26,32 
89.25.53,18 
90.49, 8,43 
92. 8.29,76 



logA, 



120 


93.24.13,33 


124 


94.36.33,98 


128 


95.45.45,25 


i32 • 


96.51.59,60 


i36 


97.55.28,43 


i4o 


98.56.22,24 


,44 


99.54.50,68 


148 


100. 5i. 2,62 


l52 


101.45. 6,25 


i56 


102.37. 9>'^ 


160 


103.27.18,23 


,6^ 


io4.i5.4o,o3 


168 


io5. 2.ao,49 



-H 3,523 7227 
H- 3,5io 2905 

-+- 3,4967444 
-f- 3,483 1 149 

-H 3,4694297 
-h 3,455 7140 
■+- 3,4419903 
-f- 3,4282790 
H- 3,4145981 

-h 3,4009637 

-4- 3,3738900 
-4- 3,347 l520 
-+- 3,320 8214 
-*- 3,2949510 

-4- 3,2695785 

■^ 3,2447291 

+ 3,220 4i85 
+ 3,1966546 
-h 3,1734393 

4- 3,i5o 7694 
-I- 3,128 6388 
4- 3,107 o382 
-h 3,o85 9565 
-f. 3,o65 38n 

-f- 3,0452984 
+ 3,0256943 
4- 3,0065544 
4- 2,9878638 
4- 2,9696079 

4- 2,951 7723 
4- 2,9343427 
4- a>9i7 3o52 
-h 2,9006462 
4- 2,8843526 

4- 2,8684116 
4- 2,8528110 
4- 2,8375388 



logAj 



,40983 
,4oo 60 
,390 20 
,378 78 

,36645 
,353 33 
,339 52 
,325 12 
,3io 21 

,29486 
,263 08 

,23o 25 

,19672 
,16277 

,12863 

»o94 47 
,06044 
,02665 

0^993 19 

0,960 12 

0,92749 
0,89534 
o,863 70 
o,832 57 

0,801 99 

o,77' 94 
0,74244 

0,71347 
o,685o5 

0,657 ^6 
0,62979 
o ,602 93 
0,57658 
o,55o 71 

0,525 34 

- o,5oo 43 

- 0,47598 



logA, 



4- 2,928 
4- 2,978 
4- i^,oi3 
-t- I ,o38 

4- I ,o56 
4- ^,067 
-h 1,073 
4- 7,076 
4- 1,075 

4- ^,071 

-+- 7,o56 
4- I ,o35 
4- 7,008 
-h 2,978 

4- 2,945 

4- 2,9*^ 
4- 2,874 
4- 2,837 
4- 2,798 

-+• 2,760 

4- 2,7^^ 
4- 2,682 

-4- 2,643 

4- 2,6o5 

4- 2,567 
4- 2,529 
4- 2,491 
4- 2,454 
4- 2,4l8 

4- 2,382 
4- 2,346 
-H 2,3n 
4- 2,276 
H- 2,242 

-h 2,209 
4- 2,176 
4- 2,143 

^9- 
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1(^ 


io5 2 20,49 


17^ 


10547.26,18 


ï7(i 


106.30,59,23 


jHo 


107.T3, 7»45 


.84 


107.53.54,28 


tBH 


108.33.23,87 


riyà 


(09.11,40,10 


ny; 


f09.48-4r>,5H 


7Qfi 


t ï . 24 . 4^ jtÎQ 


5110 


j II ,5o, 16,87 


ih'xn 


n3. c). 55,67 


3t*io 


(14-24/20,89 


3^0 


it5,34. 4,97 


r^So 


1(6.39.35,94 


3tfia 


1 17.4» ■ 18, ï6 


X70 


riH.39.33,86 


:^8ci 


1 (19.34.38,67 


^90 


i2o,:^6.5ï ,98 


3oo 


121 . 16.27,30 


3lo 


122. 3.37,49 


35tO 


122,48.34,01 


33o 


123.31,27,11 


340 


124. 12.25,97 


35o 


124.51,38,87 


3(k> 


125.559. j3, 25 


370 


Î26, 5. 15,87 


38ti 


126.39.52,85 


390 


127,13. 9,75 


4<iO 


127.45. 1 1 t66 


^\->.Q 


128.45 48,63 


,i4« 


129.4^-16,43 


4(k> 


i3o.35. 2,66 


480 


[3i.a4.3oj82 


r>(>o 


t32. II , 1 jOTî 


520 


(32. 54.50, 84 


540 


î33.36.i5,H) 


56i. 


i34.j5.a7,33 





logA, 


+ 


2,8375388 


-H 


2,822 5838 


-h 


2,8079349 


-+- 


2,7935817 


-f- 


2,7795141 


-h 


2,765 7223 


4-" 


2,752 1971 


-h 


2,7^8 9?-97 


4- 


2,7259114 


-+- 


2 ,694 4o32 


-h 


2,œ4 2838 


4- 


2,6354467 


~H 


2,607 7961 


4- 


2,5812455 


4- 


2,555 7170 


4- 


2,53i i4oi 


4- 


2,507 4507 


4- 


2,4845910 


-h 


2,462 5078 


4- 


2,44* *^^2 


4- 


2,4204831 


4- 


2,4004569 


4- 


2,38i 0379 


4- 


2,362 1918 


4- 


2,3438873 


+ 


2,3260956 


4- 


2,3087898 


4- 


2,291 9450 


4- 


2,2755384 


4- 


2,243 9555 


4- 


2,2138871 


4- 


2,1851991 


4- 


2,1577741 


•4- 


2,i3i5o86 


4- 


2,io63n4 


H- 


2,082 ion 


4- 


2,o58 8o5i 



logA^ 


logA, 


— 0,47598 


4- 2,143 


— o,45i 98 


4- 2,111 


— 0,42841 


4- 2,080 


— 0, 40526 


4- 2,049 


- 0,38253 


4- 2,018 


— o,36o 20 


4- 3,988 


— o,338 26 


-+- 3,969 


— o,3i6 70 


4- 3,930 


— , 295 5 1 


4- 3,901 


— 0,24407 


-^ 3,83i 


- 0,19472 


4- 3,764 


— 0,147 ^^ 


-h 3,700 


— 0,101 74 


4- 3,637 


— 0,067 ^ 


4- 3,677 


— 0,0 i5 56 


4- 3,619 


- 7,974 76 


4- 3,463 


~ i_,935 35 


4- 3,409 


— I ,897 25 


4- 3,366 


— 7,860 38 


4- 3,3o6 


— 1,82467 


4- 3,256 


— 1,79006 


4- 3,208 


~_i,756 48 


4- 3,161 


— 1,72387 


4- 3,116 


— 7.692 19 


4- 3,072 


— 1 ,661 39 


4- 3,029 


— I ,63i 42 


+4,987 


— I ,602 24 


+ 4,947' 


— 7,673 81 


-+■ 4,907 


— 1 ,546 10 


+ 4,868 


— 7,49269 


4- 4,794 


— i ,44' 76 


4- 4,7^3 


— 1 ,393 10 


4- 4,656 


- 7,346 54 


4-4,589 


- 7,3oi 88 


4- 4,5^7 


— 1,26901 


4- 4,467 


— 7,217 77 


4- 4,409 


— I , 1 78 o5 


4- 4,353 
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56o 
58o 

600 
640 
680 
720 
760 

800 
85o 
900 
950 
1000 

io5o 

IIOO 

ii5o 
1200 
i25o 

i3oo 
i35o 
i4oo 
i45o 
i5oo 

1600 
1700 
1800 
1900 
?.ooo 

2100 
2200 
23oo 
2400 
25oo 

2600 
2700 
2800 
2900 



2o 




logA^ 


i34 15' 27^^33 


-+- : 


i,o58 8o5i 


134.52.38,80 


-+- s 


s,o363588 


135.27.59,81 


H- 2 


i, 0147037 


136.33-45,52 


-+- 1 


[ ,9735615 


137.33.45,39 


-f 1 


,9350140 


138.28.48,27 


-f- 1 


1 ,898 7593 


139.19.33,81 


4- 1 


,864 5446 


i4o. 6.34,57 


4- 1 


[ ,832 ,564 


i4i. 0.45,22 


H- 1 


1,7939648 


i4i .5o.3o,o5 


4- 


[ , 758 o44o 


142.36.24,37 


-h 1 


,724 ,428 


143.18.57,20 


-4- 


[ ,692 0492 


143.58.32,66 


-4- 


1 ,66, 5826 


144.35.30,95 


-4- 


[,632 588, 


145.10. 9,20 


-h 1 


,60493,5 


,45.42.41,98 


4- 


t ,578 4963 


146.13.21,82 


4- 1 


[ ,553 ,804 


146.42.19,55 


4- 1 


,5288937 


47. 9.44,57 


4- 


[,5o5 5568 


147.35.45,11 


4- 1 


t ,483 0989 


148. 0.28,40 


4- 


1,46,4567 


148.24. o,83 


4- 


r ,440 5738 


149. 7.55,10 


4- 


[ ,400 8865 


149.48. 6,25 


4- 1 


,363 6849 


i5o.25. 5,10 


4- 


1,3286785 


150.59.16,75 


4- 1 


,2956243 


i5i.3i. 1,89 


4- 


[,2643,77 


i52. 0.37,76 


H- 1 


,2345845 


i52. 28.18,85 


4- 1 


,206 2750 


I 52. 54 17,45 


4- I 


,179260, 


i53. 18.44,05 


4- 1 


,,53 4272 


153.41.47,70 


4- I 


,,286779 


154. 3.36,21 


4- 1 


,1049254 


154.24.16,39 


-f- 1 


,082 0930 


154.43.54,21 


H- 1 


,060 1,25 


i55. 2.34,93 


4- 1 


,o38 9230 



logA, 


logA, 


— ,,,7805 


+ 4,353 


- 1,13976 


+ 4.299 


— , ,,02 78 


+ 4,247 


— 7, 03246 


-h 4,48 


— 2,96649 


+ 4,o55 


- 2,90438 


+ 5,968 


— 2,84571 


-h 5,885 


— 2,790 ,2 


+ 5,807 


— 2,724 5, 


+ 5,714 


— 2,662 75 


+ 5,627 


— 2,604 4' 


. + 5,544 


— 2,549 *5 


H- 5,466 


— 2,49665 


4- 5,392 


- 2.44666 


+ 5,321 


- 2,39896 


-f- 5,254 


— 2,353 33 


+ 5,189 


— 2,309 ^^ 


-f- 5,127 


— 2,267 ^7 


+ 5,068 


— 2,227 35 


+- 5,011 


- 2,, 88 53 


H- 6,956 


— 2, ,5, ,0 


-h 6,903 


— 2, ,,4 98 


-h 6,85i 


— 2,046 3, 


+ 6,754 


- 3,98, 90 


-t- 6,663 


— 3,92, 26 


-h 6,576 


— 3,86398 


+ 6,495 


— 3,8097, 


■+■ 6,4i8 


— 3,758 ,4 


■+- 6,345 


— 3,709 o3 


+ 6,275 


— 3,662 ,6 


-f- 6,208 


— 3,6,7 32 ^ 


+ 5,145 


- 3,57435 


+ 6,084 


- 3,533 10 


•+- 6,025 


- 3,49344 


-1- 1,969 


- 3,45526 


+ 7,914 


- 3,4>8 44 


-H 7,862 
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29OO 

3aoo 
3aoo 

âGoo 
36qo 
4000 

4200 
4400 
460a 
4800 
5ooo 

52£M3 

56oo 

(kioo 

6^ DO 

6800 
7300 

7600 

8000 
8400 
8800 
gaoo 
9600 

JOOOO 

io5oo 
1 1000 



i3ooo 
r4000 
jSooo 

[fiûOO 

17000 
1 8oon 

I ()20O 



RfXHERCHES ASTRONOMIQUES. - 


■ CHAPITRE II. 




M^ 


logA, 


logA, 


logA, 


i55 =*'34';93 


4- 1,0389230 


- 3,4^8 44 


+ 7,862 


1 55. 20.23,19 


-h 1,0184698 


— 3,38289 


-h 7,8ii 


r55.53.38,39 


-h 0,9795803 


~ 3,3i5 29 


+ 7,715 


i5t:K24. 7,80 


-H 0,943 Io4o 


- 3,25i 86 


-h 7,625 


j56.52. t4,oo 


-4- 0,908 7603 


— 3,192 i3 


-*- 7»54o 


157.18.15,42 
157.42.27,29 


-+- 0,8763145 
-4- 0,8455688 


— 3, 135 68 

— 3,082 18 


+ 7.459 
-1- 7,383 


i58, 5. 2,33 


-+- 0,8163545 


~ 3,o3i 33 


-+- ï,3ii 


158.26.11,25 


-+- 0,7885269 


- 4,982 89 


■+- 7,242 


i5846. 3,i5 


-h 0,761 9607 


-4,936 64 


-h 2» '76 


ï59. 445,83 


-h 0,7365469 


~ 4,89238 


+ 7.n3 


159.2^.^5,99 


-H 0,712 1902 


- 4,84996 


H- 7,o53 


159.39. 9,45 


4- 0,6888063 


— 4 ,809 23 


+ 8,995 


160. io. 6,00 


-f- 0,6446674 


— 4,7^2 34 


-i- 8,885 


160.38, 9,17 


-+- o,6o3 6264 


- 4,66082 


+ 8,783 


161. 345,36 


-+- 0,5652780 


-4,59398 


-h 8,688 , 


161.37,15,57 


H- 0,529 2915 


- 4,53i 25 


■+■ 8,599 


161,48.56,78 


-h 0,4953934 


— 4,472 i5 


■+■ 8,5i4 


îGa. 9. 2,89 


^ 0,4633554 


— 4,416 29 


-+- 8,435 


Tiii3t.27.45,39 


4- 0,4329843 


- 4,363 32 


+ 8,359 


162.45. 13,90 


-H o,4o4 1157 


~ 4,3i2 97 


H- 8,287 


i63. 1 36,52 


-h 0,3766081 


— 4,26499 


■+■ 8,2ig 


163.17- 0,16 


+ 0,3503393 


- 4,219 16 


+ 8,154 


i63.3r .30,72 


-h o,325 2029 


- 4,17531 


-t- 8,091 


1634^' i3,32 


-+- o,3oi io54 


— 4,* 33 26 


-4- 8,o3i 


164. 1 .20,80 


4- .0,2723199 


— ?,o83 o3 


-4- Q,q5q 


164 i6- 27 ,66 


4- 0,2448894 


— 4,o35 16 


%J^' %J «7 

-^- 9»%' 


164.30.40,23 


4- 0,218 6921 


- 5,98944 


-H 9,826 


16444^ 3,94 


4- 0,193 6223 


- 5,945 68 


-^ 9.764 


i65. 842,90 


4- 0,146 5o42 


- 5,86343 


-4- 9,646 


1 65 , 3o . 55 , 26 


4~ 0,1029147 


- 5,787 33 


+ 9,538 


i65.5. . 4,63 


4- 0,062 3627 


— 5,716 52 


-t- 9.437 


166. 9.29,58 


4- 0,024 4528 


— 5,65o 32 


+ 9,342 


166.26.24,88 


-h 1,9888624 


- 5,588 17 


-h 9,254 


166. 4'^^ 2,53 


4- I ,955 3241 


— 5,529 59 


+ 9. '70 


166.59.18,90 


■+• ï>9ï7 475» 


— 5,463 48 


-H 9,076 
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logAa 



19200 

2o4oO 
21600 
22800 

24000 
26000 
28000 

3oooo 
3 2000 

34000 
36000 
38000 
40000 



^'0 


logA, 


logA^ 


166 59 18,90 


■+■ ^>9"7 475i 


- 5,463 48 


167.15.11,32 


H- 1,8819393 


— 5, 401 41 


167.29.51 ,00 


-1- 1,8484507 


— 5,34290 


167.43.27,11 


H- 1,8167866 


- 5,28758 


167.56. 7,28 


4- 7,7867585 


— 5,235 12 


168.15.26,77 


-^ i.>739 92'i5^ 


— 5, 15328 


168.32.51,95 


■+■ 7,6965794 


— 5,077 55 


168.48.41,17 


-h 7,656 2474 


— 5,007 06 


169. 3. 8,84 


H- 1,6185347 


— 6,941 16 


169. 16.26,46 


-h 1 ,583 1221 


— 5,879 26 


169.28.43,36 


■+■ '»549 7452 


— 6,820 93 


169.40. 7,19 


-+- i,5i8 1828 


— 6,765 76 


i69.5o.44>28 


H- 7,488 2481 


- 6,71343 



-h ^9,076 
-f- 10,987 

-^ 10,904 
-h 10,825 

-h 2o>75o 
-+- 10, 633 
-h 10, 525 
-+- 10,424 
H- io,33o 

-h 10,242 
4- 10,159 
-f- 10,080 
-h io,oo5 



Au delà de ^ = 4oooo, on fera usage de la formule 



^=,8oo-(6,o947ti59)(i)'-(6,877i8)0)-(7,3i3)(i) 



Les coefficients sont représentés parHeurs logarithmes, et ils sont donnés en se- 
condes d'arc. 
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CHAPITRE III. 



MOUVEMENT DES CORPS CELESTES AUTOUR DU SOLEIL. SECONDE APPROXIMATION. 
— MÉTHODE DE LA VARIATION DES ARBITRAIRES. 



■ ■*B^ 



1 . Reprenons les équations différentielles du mouvement de la planète m au- 
tour du Soleil, chapitre II, page i83, savoir : 

R a poui- expression 






rs 



le signe ^ indiquant que chacune des planètes /Hi, ma,..., introduit dans les fonc- 

tionsy^F7i( ^^ ff^i -["> f^\ -3-' des termes analogues à ceux qui résultent de la 

fonction R relative à la planète w,. 

Si nous multiplions la seconde des équations (1) par x, et que nous en retran- 
chions la première multipliée par^, nous obtiendrons, en appelant x\ f ^ 7! les 
dérivées des coordonnées prises par rapport au temps, 






de 

Désignons pir — la quantité placée dans le second membre : la relation précé- 

ïlente fournira xj' — jrjc' z=z c^ et, en déduisant des équations (i) les deux autres 
combinaisons analogues, on aura les équations 

xy' — yxf = c, 

zx' — xz' =ic!'^ 
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MOUVEMENT DES CORPS CÉLESTES. SECONDE APPROXIMATION. 233 

dans lesquelles c, c\ c" sont déterminées par les conditions 

de v^. I dK e/R\ 

... de' ^ r i ^^ d^\ 

^^" ^ r f dK dK\ 

'd7 = zf'''^['ii.-''-d^y 

Les équations (3), pareilles aux équations (4), page 184, du chapitre II, con- 
duisent comme elles à la relation 



(5) cz-hc'x-hcy 



= o: 



mais il y a ici cette différence que, tandis que dans le mouvement non troublé 
Cy c', c" étaient des constantes, en sorte que l'équation (5) représentait un plan, 
c, c% c" sçnt présentement variables avec le temps en vertu des équations (4); 
et, par suite, l'équation (5) ne représente plus un plan. 

L'introduction des nouvelles équations différentielles (4) n'avancerait en rien 
la solution de la question si la masse m< était comparable en grandeur à la masse 
du Soleil. Mais comme il est loin d'en être ainsi, et qu'au contraire les masses des 
planètes sont très-petites relativement à celle du Soleil, il en résulte un moyen de 
déduire des équations (4) les valeurs de c, d et d* en séries ordonnées suivant les 
puissances et les produits des rapports des masses des planètes à la masse du Soleil. 

A cause de la petitesse des perturbations, la théorie donnée dans le chapitre 
précédent, en négligeant les actions étrangères à celle du Soleil, peut être consi- 
dérée comme une première approximation de la détermination du mouvement 
des corps célestes. Supposons les coordonnées des diverses planètes connues à 
très-peu près par cette théorie. Si nous portons leurs expressions en fonctions du 
temps dans les seconds membres des équations (4)9 on connaîtra les valeurs 
de dc^ dd ^ dd en fonctions du temps, et des arbitraires introduites par la pre- 
mière approximation. De plus, si l'on néglige les carrés et les produits des masses 
perturbatrices, ces arbitraires pourront être considérées comme constantes dans 
les valeurs de dc^ dd^ dd\ et, par conséquent, on obtiendra c, c'etc"en fonctions 
*du temps par de simples quadratures. On trouvera de la même manière les ex- 
pressions variables des autres éléments dont dépend le mouvement de m, ainsi que 
celles des éléments des planètes m,, /Wj,.... Portant ces expressions des éléments 
dans les intégrales où on les avait d'abord supposés constants, on arrivera, par 
cette seconde approximation, à une solution plus précise que la première, et 
dans laquelle seront seulement négligés les carrés et les produits des masses per- 
turbatrices. 

L 3o 
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Or il est évident que si, au moyen des coordonnées résultant de cette nouvelle 
solution, on reprend le calcul des seconds membres des équations (4) et les 
différentes déterminations que nous venons d'indiquer, on pourra porter l'ap- 
proximation des résultats jusqu'aux termes du second ordre par rapport aux 
m^issen perturbatrices. Ainsi de suite, on pousserait les approximations aussi loin 
qu'on le voudrait. Les deux premières suffisent généralement. 

La lenteur des variations des paramètres c, c' et c", qui permet de les regarder 
comme constants pendant un certain laps de temps, sans erreur sensible, a conduit 
a considérer Téquation (5) comme appartenant toujours à un plan, même dans le 
cas du mouvement troublé; seulement la position de ce plan n'est pas fixe : on 
la détermine à une époque donnée, en calculant les valeurs de c, c' et c" à cette 
époque, et faisant toujours usage des formules 

K slnç sin6 = c/, 
(Éi) K siny cosô = — c", 

Kcos(f = c. 

Comme on a K^— c^-f-c'^-l-c"^, la variation du paramètre K sera donnée par 
Téquation 

, , ^ ci K elc . de' „ de' 

^•^ ^ dt dt dt, dt 

Multiplions les équations (i) respectivement par — ? ^^ et y? ajoutons membre à 
membre et posons 

i^, dYL v^ ^ (dKdx dKdv dKdz\ 

nous obtiendrons Téquation 

(9) V« = 2H-H^, 

relation pareille à inéquation (8), page i85, du chapitre II, mais qui en diffère, en 
ce qu'ici H est v^iriable avec le temps. 

Au moyen de cette équation (9) et de l'équation r^clif=Kcit, nous arriverons 
encore, comme dans le chapitre II, aux équations relatives à la forme de l'orbite 
et à la loi du mouvement, savoir :• 



(ui) 

tlt = ± 



4' 



\/--^-^ 



dr 



s/^ 
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Nous les avons intégrées, dans le chapitre II, en supposant H et K constantes; dans 
le mouvement troublé, H et K variant en vertu des équations (7) et (8), il est né- 
cessaire de tenir compte de cette nouvelle condition. 
Nous remarquerons, à cet effet, que l'équation 

(11) ' = . = = ; 7 j 

qui est l'intégrale de la première des équations (10) lorsque H et K sont constan- 
tes, en restera encore l'intégrale, H et K étant variables, pourvu que sa différen- 
tielle se confonde avec cette première équation (10). Or la portion de la différen- 
tielle qui dépend des variations de r et (^ satisfaisant identiquement à la première 
équation (10), il faudra, pour exprimer la condition demandée, égaler à zéro la 
portion de la différentielle de Téquation (11), qui dépend des variations de H, 
K et ty, ou, ce qui revient au même, des variations de a, e et rs. On trouvera 
ainsi la condition 

(12) re sin(i'-:— ct) drs -\-r qos[\^ — xs) de = d . a(i — e*). 

Comme les équations (7) et (8) déterminent dK et dH et, par suite, da et de, il 
ne reste d'arbitraire dans cette dernière relation que la différentielle dts, qui se 
trouve par conséquent déterminée. 

On remarquera que, non-seulement les équations en quantités finies, mais leurs 
différentielles premières conservent dans l'orbite troublée la même forme que dans 
l'orbite invariable. 

Les équations (4), (8) et (12) déterminent les variations de cinq des arbitraires 
introduites par la première approximation. Pour trouver la variation de la sixième 
arbitraire, dans le mouvement elliptique, considérons l'intégrale qui correspond à 
la seconde des équations (10), lorsque H et K sont des constantes, savoir : 

/i<-f-e — us = u — e siiiM , 

relation dans laquelle u doit être considéré comme une fonction de r, a et c, détermi- 
née par l'équation r=:a [i — e cosu). Si nous remplaçons «f par j ndtj l'équation 

(i3) lndt-h£ — n = u — e sinz/ 

ne cessera pas d'appartenir au mouvement elliptique. Or, si nous la différentions 
complètement et si nous disposons de ds de manière à ce que les termes prove- 
nant de la variation des arbitraires se détruisent, nous trouverons, pour déter- 

3o. 
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miner i^ une équation que nous ne nous arrêterons pas à développer, attendu 
que nous niions y parvenir, ainsi qu'aux précédentes, par une voie plus générale. 
Le résultat fourni par l'équation (8) mérite d'être remarqué. Comme le demi- 
grand axe rt est lié à H par la relation H = — — ^ona-^— -^ -j- ? en sorte que 
l'équation (8) fait connaître la variation du demi-grand axe de l'orbite. D'autre 

.1 .^, dK dx dR dr dK dz ^ ,, . j i j' • / i t> 

part, la quantité ^ -r '^ "^ "7' -^ ~J~ Y expression de la dérivée de R par 

rapport au temps, lorsqu'on ne fait varier dans cette fonction que les coordonnées 

d' R 

dé la planète troublée. Désignons cette dérivée par-j-9 la caractéristique d' étant 

relative à la v;irintion des coordonnées de m seule, et voyons comment nous 
poun ous robteiiir, en admettant qu'on ait exprimé R en fonction explicite du 
temps et des arbitraires relatives au mouvement de chacune des planètes. 

Ck>mmt^ la fonction R, ainsi exprimée, contiendra le temps qui y aura été intro- 
dtiit, non-seulement par la substitution des coordonnées de m, mais encore par la 
substitution des coordonnées de m^, itîj,..., il sera nécessaire, pour former r/' R, de 
pouvoir distinguer ceux des termes qui contiendront explicitement le temps prove- 
nant des coordorniées de m. Or le temps n'entre explicitement dans les formules 
du mouvement elliptique que par l'équation tU -h e — zs ^= u '— e sinu : en sorte que 
dans le développement de la fonction R, le temps, par rapport auquel il s'agit de 
(lifférentier, est toujours joint à /i et à £. Si donc on pose / = /2^-4- s, on aura 

^/'R r/R , . rf'R ^R 

—r- ^n —ry ou bien encore -y- =n -j-- 

dt ttt dt di 

Ou conclut de cvs différentes remarques, 

i ,. da 2a^ n ^^ dK 

Ce qui distingue cette expression, c'est que la différentielle du demi-grand axe est 
donnée par une dérivée partielle de R, prise par rapport à l'une des arbitraires; 
le coefficient de celte dérivée ne contient pas le temps explicitement. Or nous 
allons voir qu'on peut obtenir les variations différentielles des six arbitraires du 
mouvement de m au moyen des dérivées partielles de R prises par rapport à ces 
arbitra il es et multipliées par des coefficients qui ne contiennent pas le temps ex- 
plicitement : circonstance précieuse dans les applications et dans la discussion 
des résultats. 

2. Soit un système d'équations différentielles du second ordre 

■•^ <'? "t 
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On suppose qu'on sache les intégrer en négligeant X, Y et Z 8ans les seconds 
membres ; proposons-nous de voir comment on pourra ensuite tenir compte de 
ces termes^ dans la recherche des intégrales. 

Soient a^ bj Cj e, fj g les six arbitraires introduites par la première intégra- 
tion, et supposons que cette intégration ait donné 



(16) 'di~ 



;ï- = ^=/i («^ b, e, e,/, g). 



r=ft {a,h,c,€,f,g), 
etc 

Réciproquement, admettons qu'en résolvant les équations (16) par rapport aux 
arbitraires a^ by c, e. fj g, on en tire 

(17) h = ^, (x,j, z, x'.y.z'), 



etc. 



Si nous tenons compte des termes X, Y et Z dans les équations (i5), les valeurs 
précédentes de x^ jr^ 2, x' f et 2' pourront encore satisfaire à ces équations, 
pourvu que Ton considère les arbitraires qu'elles comprennent comme des fonc- 
tions convenables du temps. On sera même libre de disposer de trois de ces 
arbitraires, de telle manière que les dérivées premières conservent dans le mou- 
vement troublé la même forme que dans les intégrales primitives. Il faudra pour 
cela, en formant les dérivées de a:, y et 2, écrire que la partie de ces dérivées 
qui dépend des variations des arbitraires est nulle pour chacune des coordonnées, 
ce qui fournira les trois conditions 



(.8) 



dx da 
'da It 


-h 


dx db 
db di 


dy da 
da dt 


4- 


dy db 
db dt 


dz da 




dzdb 


lût 'dt 


4- 


db dt 



= 0, 



= o. 



Formons maintenant les dérivées de x', y et z' par rapport au temps qui entre 
explicitement dans les expressions de ces variables, et qui entre, en outre, 

Implicitement dans les arbitraires. Si nous désignons par i-^j^ (^j et i-^j 

les parties des dérivées complètes de x\ y et z', provenant de la variation du 
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temps qui entre explicitement dans les fonctions, nous aurons 

dx^ _ ld£\ dx' da dx' db 

"di ~~ \di j'^d^'di'^db'di'^'"' 

dt \dt 1 '^ da dt '^ db dt~^ '"' 

dt "~ \dt)~^da li ^ Ibli '^ 
Substittiant dctjis les équations (i5), et remarquant qu'on a identiquement, en 
verUi fl^ Va première^ intégration, i'^\ = kA^\ ='R^ \i] ~ ^' ^" arrivera :uix 
trois conditions 



<'y) 



Ces équations, jointes aux équations (i8), détermineront les expressions des six 

., , , da db 

dérivées -r-^ -r^ ' ■ * - 

di dt 

Pour pratiquer aisément l'élimination entre les équations (i8) et (19), je 
remarquerai qu'entre les dérivées partielles de a:, jr^ 2, Jr', jr\ z' considérées 
comme fonctions de «, 6, c, e, J\ g dans les équations (16), et les dérivées par- 
tielles Ae a-i b^c^e^ j\g considérées comme fonctions de jc, /, r-, x'^ y et z' dans 
Ieî> équations (17), il existe diverses relations identiques qu'on peut comprendre 
dans Tune des deux formes suivantes : 



dx' da dx' db 

da dt~^ db dt ~^ " 


.=x, 


dy da dy db 
lÛiTt '^ IbVt ~^ " 


-Y, 


dz' da dz' db 

da dt^ db dt^ " 


. =Z. 



(au) 



da dx 
dx da 


-h 


da 
dy 


dy 

da 


da dx 
Hlb 


-h 


da 


dy 

db 



= o. 



Toutes les relations analogues se déduiraient de celles-ci par des permutations 
convenables entre les lettres qu'elles renferment (*). 



( * J En consîdcranî j: ,/,... , comme fonctions de « , ^, . . . , on a 

dx , dx -, 
dlr =1 -— tf/z -h -7 tf 6 4- • . . , 
da db 



etc. 
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Cela posé, si Ton multiplie les équations (18) respectivement par ^9 — et -^^ 

et les équations (19) respectivement par t-?' -rp et —,^ puis qu'on ajoute membre 

à membre tous les résultats, on trouvera, en vertu des conditions (20) et de leurs 
analogues, 

/ V * da da w, " da ^j. da rw 

On obtiendrait pour les autres dérivées -7-9 ;t' • • • des valeurs semblables, qu'il est 

inutile d'écrire. 

On pourrait établir immédiatement la relation (ai) par les considérations sui- 
vantes, qui sont très-propres à faire comprendre comment les éléments des orbites 
planétaires sont altérés par les actions perturbatrices. 

Les diverses arbitraires a, 6, c, e, fet g sont des fonctions de x^ jy 2, x\ y' et z' 
et du temps. En sorte que, si les valeurs particulières des coordonnées et de leurs 
dérivées sont données à une certaine époque, on en déduit les valeurs des arbi- 
traires, ainsi que nous l'avons fait dans le chapitre précédent. 

Supposons maintenant que, par une cause quelconque, la vitesse vienne à être 
modifiée en grandeur et en direction, de manière à différer de ce qu'elle était 
dans l'orbite primitive. Pour les mêmes valeurs des coordonnées a:, y et z, on 
aura des valeurs de od^ y' et z' autres que dans le premier cas; et l'on en conclura, 
par conséquent, une orbite différente. Or imaginons des changements infiniment 
petits dans la grandeur et la direction de la vitesse, produits par les forces accélé- 
ratrices X, Y et Z, parallèles aux axes des coordonnées, af ^ y* et z' croîtront 
des quantités infiniment petites Xrf/, Ydt et Zdt dans le temps dt^ et, par suite, 



Réciproquement, en considérant a y b,, . . , comme fonctions de x, j, . . . , on a 

da , da ^ 

£/a = -7- Ar -h -7- rfj + . . . , 
dx dy 

,r db , db , 
(N) Hb = -da:^-dy^.... 



etc. 



Or les premières équations ne sont autre chose que les solutions qu'on tirerait des dernières en les ré- 
solvant par rapport à rfx, rfj, .... Si donc on porte dans celles-ci les valeurs (M) de é^jc, rf/, . . . , 
les résultats devront être identiques, indépendamment de toute valeur àe da, dby, .., On trouvera 
par cette considération les identités (20) et leurs analogues. 
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l*arbitraire a variera de la quantité 



■*'=(s''-0ï-.7^)^'> 



c'esl la fonimle (ai) qu'il s'agissait d'établir. Elle est vraie, quelle que soit la na- 
ture de la force perturbatrice (*). 



5. Dans le cas des perturbations planétaires, X, Y et Z étant les dérivées partielles 

da 

dt 



d'une même fonction i2, par rapport à x, ^ et z, la valeur de — prend la forme 



suivante : 



da 

dt " 


da da da da da da 
dx' dx ^ dy dy "^ dz' dz 




... . r. _ .. j_ da da 



da . . ., , f .. 1 da da , da 



Au lieu de conserver -7- ainsi exprihié en fonction de -7-» -r- et -;-•> il sera plus 

dt ^ dx dy dz ^ 

commode qu'il soit exprimé en fonction des dérivées partielles de 12 considéré 
tomme une Ibncticm de a, 6, c, e,/, g. Or nous avons 



da 
dx "~ 


da da 
da dx 


da db 
db dx 


da 
dy 


da da 
da dy 


da db 
db dy 


da 
dz "" 


da da 
da dz 


da db 
db dz 



rxpresHÎonïi qui^ sul>stituées dans la valeur précédente de -^^ lui donnent la forme 



da 
dt 



I da da da da da da\ dh 

~ \^' lïi'^ lfy'~(fy'^ dz'dzj'lî^ 



(aSt Idadb da db da db\ da 

~^ \db:' di"^ dylfy^ IPdij'db 



■ etc. 



Si il est indépendant de a^, y' et z\ nous pouvons éliminer de l'expression 



{*) Eu i^tabfosaiU la valeur de da comme nous venons de le faire , on pourrait demander de prouver, 
\*n |uiruint de cette formule , que les dérivées du premier ordre conserveront la même forme que dans 
la prrniîiTP approYiiiiation , condition qui nous avait, au contraire, servi d'abord de ix)int de départ. 
On V anivcrait aisément . 



Digitized by 



Google 



MOUVEMENT DES CORPS CÉLESTES. SECONDE APPROXIMATION. 241 

da 



précédente la dérivée partielle — > comme il suit. La fonction 



da fd£l da dCi db \ 

m \d^ d^' '^ 'dbd?'^"') 

, ,, da fda da da db ^ \ 

da /dû. da da db \ 

"^ ^ \'d^ dP'^ 'db dP '^'"j 

est identiquement nulle; car les quantités entre parenthèses sont les expres- 
sions de ^j -7-; et -jj^ dérivées qui sont nulles puisque Î2 est supposé ne con- 
tenir aucune des trois variables X'\ y et z'. Or, si nous retranchons cette 
fonction (^4) de la valeur (^3) de —5 et si nous posons, pour abréger, 



. w V , , . / da db da db\ / da db da db \ f da db dn db 1 

(25) \^a,b) ^ \^— — —,— )^ -^^ \^— — —^ 



dn db\ 



nous obtiendrons une expression de — dans laquelle — aura disparu, et qui sera 

(*) Nous avons formé l'équation (26) , fondamentale dans cette théorie, en nous basant sur ce que 
les trois composantes X, Y et Z de la force perturbatrice sont susceptibles d'être représentées par les 
dérivées partielles d*une même fqpction a, prises respectivement par rapport à :c, ^ et z. Si Ton veut 
remettre en évidence les forces X, Y et Z elles-mêmes, il suffira de remarquer que a ayant été supposé 
fonction de x , / et z seulement , on peut écrire 

da da dx da dy da dz dx dy dz 

lb~'li db^^db'^'d^'db~ db'^ db'^ db' 

da da dx da dy da dz dx dy dz 

de dx de dy de dz de de de de 



etc. 



Ces valeurs de — , — v • 9 étant portées dans l'équation (26) , on aura la nouvelle équation 






— eic 

Cette formule a la même généralité que la formule (21), à laquelle elle se réduit identiquement quand on 

I. 3i 
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le coefficient [a^ c) sera donné par la formule (a5) dans laquelle on changera 

h en c, 

La formule (a6), moins simple en apparence que la formule (aS), présente sur 
cette dernière un grand avantage. Les coefficients représentés par le symbole (a, b) 
ne contiennent pas le temps explicitement lorsqu'on les exprime en fonction des 
arbitraires a, 6,.... Pour démontrer cette propriété importante du coefficient 
(a, i), uotis formerons sa différentielle prise par rapport au temps , et nous prou- 
verons qu'elle est nulle. 

Cette différentielle a pour expression complète : 

da jdb db jda \ db jda da ,db 
dx dx' dx dx' j dx' dx dx! dx 

da jdb db jda \ db jda da ^db 
d^ dy~'^'^d/]'^d/'^d}~d/'^d^ 

!da , db db ida \ db ^da da j db 
dz dz' dz dz* ) dz dz dz* dz 

Cotisidérous d'abord la composition de ^^- o. étant fonction de jc, j\ z, x\ 
j\ z' et de ^, il en est de même de -7->» et par conséquent la différentielle complète 

de cette quantité par rapport au temps est, en y remplaçant -7-» ^ ^^ "^ ^^^ leurs 
valeurs identiques A, B et C, 

i d'^n fl?^g , d^a , d^ a , \ 

dx' dt"^ dx' dx' "^ dx/ dy^ '^ daf dz^ / 
d^a . d^a ^ d^a ^ Y^' 

+ ^^ '^d^^^'^dldz'^] 

D'autre part, dans les calculs qui servent à la détermination de (^, h) les rela- 
tions entre iT, è,... eto*,^,... sont des intégrales dont les dérivées doivent devenir 

identiques en vertu des équations différentielles — = A, -^ = B et — = C. Si donc 

on considère l'expression de a en fonction de x, y^ 2, x\ jr'^ z' et f, la 
différentielle complète de cette expression devra être identiquement nulle 

par la substitution de A, B et C à la place de -^j ^ et -^j en sorte qu'on 



y remet pour [a^ h)^ [a,c)^.,.^ leurs valeurs , ainsi qu'on le reconnaît en recourant aux relations ana- 
logues aux relations (20). L'une et l'autre formules sont vraies quelle que soit la nature de la force per- 
turbatrice dont les composantes sont X , Y et Z. 
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aura 

(la (la . (la , da , 
(a8) ^ > =0. 

Cette équation étant identique en ar, j, z^ af^ j\ z'j elle ne cessera pas de l'être 
en la différentiant par rapport à Tune quelconque de ces quantités. Différentions-la 
par rapport à x' dont A, B et C sont indépendantes. Nous aurons 

d^a (la d^a . d*a , d^a 



^^ dxdx^^^dzdx^"" i 



dtdx' dx dxdjf dydx 

d^a . ^* « tt ^' « p 1 — 0. 

Or cette dernière condition réduit la valeur ci-dessus de r/ -p-;à — -r-dt. On a donc, 

dx dx 

en écrivant les diverses relations analogues, 

jda da j jda da j jda da , 

jilb db J ,db db j^ ,db db J 

'^d? = -di^^ ^dP = --^^^' "^lû'^-Tû"^'^ 
etc 

On déduit de ces conditions, 

da jdb db jda 

dx dx? dx (h/ ' 

da J db db jda 

dp d/ ~ dP dp "^ ^' 

da .db ^^ J ^^ 

en sorte que chacune des trois quantités comprises entre les -parenthèses | L 

dans la valeur de la dififérentielle de {a, b)^ est identiquement nulle. 

Pour estimer la seconde partie de cette dififérentielle, considérons la valeur 

de d ~ En la formant comme la valeur (27) de r/ — ,? on trouve 

l d^a d'à , d^ a j d^ a , 

I 1 x-A r-\ z 

fl^ I dtdx dx^ dxdy^ dxdz 

"^di^X . d^a , d^a ^^d^a ^^ '^^' 



dxdxf ' dxdf dxdz' 



3l. 
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Mais en différeiiliant par rapport à jc la relation identique (28), on obtient identi- 

(juement encore 

d^n d'à . d'^a . d^ a , \ 

dtdjc ^ r77« "^ dfdx^'^dzdx^ J 

d^a , d^a ,. ^ d^a ., \ 



^ dx' dx ' dy'dx ^ dz'dx 

dn dk da dB ^^ ^ \ 

^ d^dl"^ d/d7'^dz''d^ 

crtndition qui permet de simplifier la valeur de d — • En formant, outre cette ex- 
pression, celles dv ft ^~j- et d -7-7 on trouvera 





fda dk da dB da dC\ , 
\dx' dx "^ df dx "^ dz' dx ) ' 


ftfa 


fda dk da dB da dC\ , 
\dx' dy ' dyf dy ^ dz' dy ) ^' 


jda 


fda dK da dB da dC\ , 
\da/ dz ' d/ dz ' dz' dz ) ^' 



et l'on formerait de la même manière les expressions de ^ — 5 d — ? etc. 

Substituons ces expressions dans la seconde partie de la différentielle complète 
de (^, i). Nous trouverons, en supprimant les termes qui se détruisent identique- 
ment, que cette différenHelle se réduit à une suite de termes de la forme 

(lb^(la^ fdk dB\ 

d?dy\dy~'di)' 
Or ces termes seront nuls toutes les fois que A, B, C seront les dérivées partielles 
d'une même fonction, prises par rapport à a:, ^ et z : on aura alors — = — • C'est 
ce qui a lieu à Tcgard du mouvement des planètes. Si dans ce cas on pose 

IJ=:= —y on en déduit 

/■ 

dx dy dz 



Ainsi les coefficients (^, A) ne contiendront pas le temps explicitement. On pourra 
donc, si l'on y trouve quelque avantage, supposer le temps nul dans les rela- 
tions (17) avant de les employer au calcul des dérivées —5 — ,? -^5 etc., dont les 
expressions entrent dans la valeur des coefficients [a^ b). 

Appelons ar^j/oi ^01 ^'q^Jo^ ^0 '^^ valeurs de a:,j' et z et de leurs dérivées à 
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dx^ da 
dt ~~ dx,' 


dx\ ___ dCl 
dt "" dx, ' 


e//o da 
dt-^ d/.' 


dr\ da 
dt "" dxo ' 


dzo da 

dt "" dz, ' 


dz\ _ dCl 
dt dz^ 
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l'origine du temps; on aura, d'après la remarque précédente, 

y""^^)- \d^,dZ,~ dx'.d^J ^ Wodyl~Wl'drj'^ \dz,dz\ dz'.dTj' 

Or si nous prenons pour les arbitraires mêmes du problème, ces valeurs initiales 
des coordonnées et de leurs dérivées, en posant a = x^^ b =^0? ^^^^ on trouvera 

et tous les autres coefficients analogues et distincts des précédents seront nuls. 
Les variations différentielles des arbitraires seront donc alors données par les 
équations 



(^9) 



Telles sont les expressions les plus simples qu*on puisse obtenir par un choix 
convenable des arbitraires. 

Ces formules vont nous servir à former les valeurs des dérivées partielles de il 
en fonctions des variations des arbitraires : question inverse de celle que nous 
avons résolue par la formule (26). Nous avons, en effet, en considérant ù comme 
fonction de Xq^Jq^ z^^ ^\iy\i^ ^'o> et ces arbitraires elles-mêmes comme fonctions 
de a, b, c, e, /, g, . 

dCï d£i dxo da dy^ d£i dzo 

da dx^ da dy^ da dz^ da 

da dx\ da dy\ da dz^ 

dx\ da dy\ da dz^ da 

d'où Ton tire, en substituant pour -^j -7—5 etc., leurs valeurs précédentes, 

da _ dx, dx\ dy, dy\ dz, dz, 

da da dt da dt da dt 

dx\ dx^ dY\ dy^ dz\ dz» 

da ~dt da ~di da dt' 

Mais 0*0? Jot etc., étant fonctions de ^, i, etc., on a 

dx^ dx^ da dx^ dh 

^"^ d^Tt'^ 'dbTt'^''"' 

dx\ £Îx^ da dx^ db 

'dt'^'dâ'di'^'db'di'^""^ 
etc 
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Portant ces expressions dans la valeur de -r-^ et posant 

v^ J L«i^J— y^a ^i, ^^ da]'^\da db db da}'^\da db db'd^j' 

nous obtiendrons pour la valeur de -y- > 

I r* * du r f -idb r t r/c p -, i/tf 

(3.) -=[a,ft]- + [a,c];^+[«,«]-+..., 

[a, c], [a, e], etc., désignant des coefEcients analogues au coefficient [rt, 6], et 
dont les expressions se déduiront de celle de ce dernier par des permutations 
convenables dans les lettres. Pour calculer ces coefficients, on prendra les expres- 
sions de jCy j, etc., en fonctions des constantes «, 6, etc.,* et on y rédiiira le temps 
à zéro. Mais cette restriction, propre à simplifier le calcul, n'est pas nécessaire, 
le^ coefficients [rt, b] jouissant de la même propriété que les coefficients (a, b), 
savoir de fïe pas contenir le temps explicitement. 

En résume, nous voyons que si l'on a obtenu les intégrales 

^=f{^^b,c,...)y x'=f^[a^ i,c,...), etc., 

(les éqtuitions différentielles 

^•^ — A ^/' _ u ^^' __ r 
__A, -^jr-K, -âi-^^ 

on pourra intégrer ensuite les équations 

par un changement convenable des variables. Les intégrales du second système 
conserveront la forme de celles du premier, en prenant les arbitraires pour nou- 
velles variables ; et ces nouvelles inconnues seront déterminées par le système des 
équations 

da , y.dCl , .da 

de , \ dû. . f^y. da 

etc 



L'en semble de ces dernières équations différentielles peut encore être présenté, 
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conformément à la formule (3i), sous la forme suivante : 

/r,*>> du ry T r/fl p, -, de 

(33) 5ï- = [*''*J^ + [*''"]lS+--" 

etc (*) 

L'identité nécessaire de ce système avec le précédent conduit, entre les coefficients 
(«, i), {ci^c)j etc., d'une part, et les coefficients [a, 6], [a^ c], etc., d'autre 
part, à une suite de relations toutes comprises dans l'une des deux formes sui- 
vantes : 

(a, b) fa, A] -4- (a, c) [a, c] -f- (a, e) [a, e] + . . .= i, 

(a, c) [&,c] H- (a,e) [i, e] -f- (a,/) [i,/] +. . . = 0. 

Nous ferons encore remarquer que la partie de la différentielle de îî qui dépend 
des différentielles des éléments a, 6, c, etc., est nulle. Cette partie de la diffé- 
rentielle de ù est 

d£l j da jj dn . 

-j-da-^-yrdb+-j-dc-{- 

€ia do de 

Or, si l'on substitue à da^ db, de,... , leurs valeurs (^2), et si Ton considère que 
le coefficient (ft, a) est égal et de signe contraire au coefficient («, 6), on tom- 
bera sur une expression identiquement nulle. • 

4. Nous allons appliquer la théorie précédente à la recherche des variations 
différentielles des éléments du mouvement des planètes autour du Soleil. 

Rappelons à cet effet les formules obtenues dans le chapitre précédent, savoir : 

cf=yz' — zy, /•* = x' -H y* -h z\ 

(34) <^'= ^x'— xz', K* = c» -h c'« H- d'\ 

unge = — p;, 

COS(p=:^, 

(* ) Nous avons cherché directement les formules (82) qui sont celles dont nous aurons à faire usage. 
Cn commençant par considérer les formules (33) 9 on eût obtenu quelques simplifications. Le calcul des 
coefficients [a, b] par la formule (3o) est à quelques égards plus court que celui des coefficients (a y b) 
par la formule (25) 9 et la démonstration qu'ils ne contiennent pas le temps explicitement est plus 
simple. 
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Appelons v et g les longitudes de Tastre et de son périhélie, comptées à partir du 
nœud ascendant de Torbite ; r^ le rayon de l'astre au périhélie. En appliquant les 
équations (lo) au mouvement elliptique et prenant leurs intégrales à partir du 
passage au périhélie, nous obtenons les deux formules 



Kdr 



(35) 

T étant 4^Xemp&~é€oulé^- dcpuia lo passage au périhélie 
Nous avons enfin 






z = 7'sin P'sm 



?' 



Kz = r sin i^ V^c" -h c^'S 
( 36) r cos ^^ == or cos -hj^^ sin 0, 

yc'—xc" 



r cos p» = 



sR^i 



La première de ces formules s'obtient en projetant le rayon sur l'axe des z ; la 
seconde se déduit de la première. On arrive à la troisième en projetant, d'une 
part le rayon , et de l'autre x et jr sur la ligne des nœuds ; en remplaçant dans la 
troisième sin 6 et cos Q par leurs valeurs en fonctions de c' et c'\ on obtient la 
quatrième. 

Nous prendrons pour arbitraires les quantités H, K, 0, ©, g et t. 

H est fonction de a/, /, 2' et r; 
K est fonction de c, </ et c" 5 
6 est fonction de c' et c"; 
ç est fonction de c et K 5 
g' est fonction de H, K, r et i^^ 
r est fonction de H, K et r. 



En outre, 



r est fonction de .r, j)^, z \ 

c, c' et {/' sont fonctions de a% j, 2, J^^y? ^' ? 

i' est fonction de </, (/', K, /• et 2 j 
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et Ton déduit des relations précédentes, 



dB ces' 9 
de' ■" e" ' 


dr dt 
dr "" dr' 


dQ c'cos'O 


du K 


de"'' c"' ' 


dz xc — J7c"' 


dff 1 


dv Kz 


de Ksintp' 


dr~ r(ye'-^xc"y 


d(f 1 


dv c' tang V 


dK ~ Ktarig<p' 


di^^ c^'-hf"»' 




dv c:"tangc 


dg __ K 


- 



dr. 



(7:)' 



Soient deux fonctions S et T des variables x^ jr^ z, et des variables correspon- 
dantes a:', f^ 5/, et soit l'expression 

^ ' ' "~ \£/x rfx' dx' dx) '^[dy dy dy dy) '^[dz dz' dz' dz ) ' 

la fonction (S, T) jouira des propriétés suivantes : 

I®. (T, S) = — (S, T). Cette relation réduit à moitié le nombre des coefficients 
à calculer. 

2^ (S, S) = o. 

3*^. Si Tune des fonctions* S ou T ne contient aucune des variables x\ y, z\ 
correspondant à celles des variables a:, y^ z qui sont contenues dans l'autre fonc- 
tion, on aura (S, T) = o. 

4**. Supposons que T soit une fonction des quantités L, M, . . . , et que ces der- 
nières soient elles-mêmes fonctions des variables a:, j^, z, x/yf^ z'; on aura 

.0 r^. _d% idT d\. dT dVi \ 

dx' \d\. ^ "^ rfM <fx "^ ' " j ' 
4- \ , 

OU bien^ conformément à la notation adoptée, 

<37) (S,T) = (S,L)lî+(S,M)^ + .... 

I. 32 
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On obtient, par ces considérations, 

('•'y) = 7 ic,r) = — ^, W,y) = '^ 

{r,z')—t, (c, a) = o, (</, z) = — j, (c",z)=x, (H, </) = o, 

{c,3/) = y, W,x') = o, (c",x') = -z', (H,c") = o, 



(c",.r) = o, (H,c) = o. 



rfr 



(c",y) = o, (H, r)=_^(*), 

{c, r) = o, ((/,r) = o, (c", r)='0, 

(c, c')=c", (6^c")=c, (c", 0) = */, 



(K,c") = o, 
{K, r) = o, 



(0, r) = o, 
(ç,r) = o, 



/ „ _\ dr dg . ^^n,„^4n,. 









(H, r) = (y, r) x'-f-(/, r)r' -!-(*', r) 3' = 



, _ X3^ -\- y/ -\- zz' _ <fr 

- ; - ~ 7/ ' 



K.z(xj/ -+-// + m') Kï'(x' + j'^ + z') 



r»(/c' — xc") 



r'(/</— xc") 



=-wT^ti;?M i *<*'*- *'')+^(''^-'-^)l = -^- 



/.' /." arc" rc' 

,^ ï /v n'^K. , ,, ,rfK c"c' «/c" 

tK,c^ = K,.)^ + (c",c)^, = -— + _=:o. 

rfô €^9 c" 
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/ , \ ,j \ K. zcc" + y{c" + e"') ,^^. 



(.^^g) = K,.) = ^,,,j-., -^t.:iCT"^'^ 



jrc — ûPC 

Nous pouvons, au moyen des données précédentes, arriver enfin aux valeurs des 
quinze coefficients dont nous avons besoin. 

i"". (H, K) dépendant de (H, ^), (H, c') et (H, c") par la transformation (Sy) 
est nul. 

2*\ (H, 6) dépendant de (H, &) et (H, c") est nul. 

3^. (H, 9) dépendant de (H, c) et (H, K) est nul. 

4^ (K, 9) dépendant de (R, (/) et (K, (f) est nul. 

5^. (K, (p) dépendant de (K, c) et (K, K) est nul. 

6®. On trouve 

7**. En omettant les termes qui dépendent de (H, H) et (H, K) et sont par consé- 
quent nuls , on trouve 

(H,^)=(H,r)f^-H(H,.)| = ^-5 = o. 

8**. En omettant les termes qui dépendent de (H, H) et (H, K) et qui sont nuls, 
on trouve 

(H,.) = (H,r)i'=(-f)(_^^)=,. 
9°. En omettant les termes qui dépendent de (K, H), (K, K) et (R, r), quan- 



rfc" c" -+-«"' c'^ + c"' 



dp . . .dp 



ce" tangp Kx 

_ ILz.cc*' Kj 



(je' — xc" )(</»-!- c">) yd — jTc" 
" je' — xc" r'» + e'^ 



32. 
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rites nulles, an trouve 

lo^ (K, t) dépendant de (K, H), (R, K) et (K, r) est nul. 

I t'V On trouve [0, g) = {c\ g)j^ -hic^g) -^^ Si l'on calcule le secourt 

membre, on reconnaît qu'il renferme en facteur l'expression {cz -H C'j- -h c'x\ 
laquelle est nulle en vertu de l'équation du plan de l'orbite. On a donc (9, g ) = o, 

iti". (9, t) dépend de (0, H), (0, K)et (9, /•) et est par conséquent nul. 

iS*^'. En omettant le terme en (c, g) qui est nul, on a 

14"*» tf î t) dépendant de (<p, H), (9, K) et (9, r) est par conséquent nrul. 
iS*** En omettant le terme en (g, H) qui est nul, on a 

. ^ . i^\ ^T / \ dz dz dz dr ds dz ds 

(5,^) = U,K) — + (^^r)_=— ---— = _ +^. 

Pour former les dérivées qui entrent dans cette valeur de (g, t), on doit remarquer 
que la limite inférieure Fq des intégrales définies (35) est une fonction de H et R 
déterminée par la relation 

condition qui a eu lieu au périhélie parce qu'en ce point ^ = o. On trouvera m 
vertu de cette remarque, ou plus généralement en supposant que r^ soit lié à H 
et K par la relation 2 H ^ -h ^^ = oLj cl étant une constante, 



EL 
dK 






" "i 



Kdr dr, 

4 dB 



.uu-^-.'Ji\'' ^"V^H-I^:^ 



K' 2 fti 
et, comme on tire d'ailleurs, de la relation a H j- H = a, 



f/^o K dro 






dK (2H— a)ro+/^ " i/H"~ (2H-a)ro+/f* 

on en conclura définitivement, et quel que soit a, (g, t) = o. 
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Au moyen de ces déterminations, les formules (Sa), appliquées à la détermina- 
tion des variations des arbitraires du mouvement elliptique, donnent les équations 
différentielles 



de 
dK 



(38) 



/H jdû.\ 

dF = -\Trl' 

fK (da\ 

dg^ (da\ I /rfû\ 

dt \rfK/ Kungtp\df/' 

yinf\d(fj 



dr_ 
dt ~ 

de _ 

dt ' K sin 



d(f 



dt K sin q 



Revenons actuellement aux arbitraires a^ s, e, zy, 9 et ô, habituellement en usage, 
et qui sont liées aux précédentes parles relations 

la "^ "' 

K» = a/fx(i-e«), 

X3 C 

T = • 

n 

On obtient, par la différentiation de ces relations, et par les éliminations conve- 
nables, pour les expressions des différentielles des nouvelles variables en fonctions 
des anciennes, 

da 2fl' ^/H 



(39) 



de 


a 


I — ^' 


dVL 

dt 


— 


an v^ 

7f~ 


€ 


</K 


dt 


e 


rfï' 


dfj 
dt 


dt 


dB 
+ Tt 


? 










dt 
dt 


■^ dt 


dB 

^Tt' 


— n 


dr 
dt 


+ î^ 




-t)dB. 
dt 



D'autre part, Q est égal k\fmi R ; et nous devons maintenant considérer îî comme 
fonction de a, e, e, bt, ç, 0, arbitraires substituées aux arbitraires H, R, g, t, <p et 0. 
On trouve d'ailleurs, en supprimant le signe 2» pour plus de simplicité dans l'é- 
criture, et exprimant les dérivées partielles prises par rapport à H, K, . . . , en 
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fonctions des dérivées partielles prises par rapport à ^, £, . . . , 

--e') dK 3//W. (çy— e) rfR 
de a^ ri* dz 



(40} 



V^H/ ~ a/i' da à'n'e 



ne de 

fm, r/R /m, rfR 



^R 



lda\ _ ^R 

VTTôj =/'"« ^ -^/'^^ -dl ^f'^' 
(da\ . t/R 

Si nous substituons les valeurs (38) de -t-î -r-v» dans les valeurs de -^> ^v : 

^ ^ dt dt dt dt 

et si, dans les résultats, nous remplaçons les dérivées partielles (jâ)» (^)'"' 
\\A\ leurs valeurs (4o), nous arriverons aux équations 

da ^ rriy d^ 

dt \k dz 

9 
«6 , /w, ûfR anes/i — e' /w, aR "^2/71, rfR 

-r, ==— 2a«7i — -— H ^, —--r -H / — ^r' 

"' p o« I 4- y/i — e' f* «^ \(i-- e' f* «y 



(4i) 



</^ fl/i v/i — e^ /W| rfR anesji — e' m, //R 

rf^ e \L dxn I -f- ^i — e' 1* ^6 

c/cj fl/ï v/i — <?» m, ^R ^ 2 iTii «/ R 

û^^ e \t. de J i ^2 |x <fcp 

£?9 a/i m, /f R 

On peut vérifier que ces expressions rendent identiquement nulle la fonction 

dKda dKds ^R de dK dm dK dj dK dQ 
'dâ dt~^'d7 dï'^'d^ Je"^ du'dt'^'d^dt'^'dB dF' 

conformément à une remarque faite précédemment. 



\ 
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Lorsque les équations (4 1 ) seront complètement développées, lorsque R aura 
été exprimé en fonction des éléments des diverses planètes et du temps, et qu'on 
aura formé de la même manière les équations relatives aux variations des éléments 
des autres planètes, il restera à intégrer le système de toutes les équations. Or on 
peut remarquer que l'arbitraire e étant toujours jointe à ni dans les seconds mem- 
bres, on pourra, si on le veut, poser 

l = nt + t^ 

substituer à s cette nouvelle variable /, qui est la longitude moyenne, et remplacer 
celle des équations (40» qui est relative à ^? par Téquation correspondante rela- 

^. . di , , 

tive a j ) équation qui sera 

> dl dn de 

dt dt dt 

Le terme t — qui entre dans cette expression, introduirait des difficultés parti- 
culières dans la théorie des mouvements planétaires, s'il n'était détruit par Fun 
des termes de -rr- Cette dernière dérivée renferme l'expression — ia? n — — - 

Or a entre de deux manières dans l'expression de R, savoir : dans les coefficients 
d'une part, et d'autre part dans le mouvement moyen n qui est joint au temps 

dans l'expression tz^ -4- 6 de la longitude moyenne. Considérons la partie de -r- 

qui provient de la variation du multiplicateur n du temps, dans l'expression de la 

longitude moyenne; il en résulte dans — le terme 

« nix dK dl dn , m. dn d'K 

— la'n _ — =_2a*7i — f — -— , 

\L dl dn da p da as 



et ce terme est précisément, au signe près, la valeur qu'on obtient pour 

dn dn i 

dt da \ 

simplement 



^ ^ = ^ — ^ quand on y met pour — sa valeur (4ï). On pourra donc écrire 



dl dt 

dt = ''^di' 

pourvu qu'en formant la dérivée -j-^ qui entre dans la valeur de — > on n'ait 
pas égard à la variation du coefficient n joint au temps dans la longitude moyenne 

lit -+- 6. 

On voit encore que Ton peut conserver l'ensemble des équations (40, pourvu 
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qu'en attachant à la dérivée -^j qui entre dans —9 le sens restreint que nous 

venons d'indiquer, on remplace la longitude moyenne 1= ni -h b par 

(42) ' /=/D4-e, 

p étant déterminé par l'équation 

//Q\ d^ ù dn ^nii dK 

^^ ' dO dt ft dt 

C'est ainsi que nous en agirons dans la suite. Les équations (4i) et l'équation (43) 
constituent un système de sept équations différentielles à sept inconnues, relatif au 
mouvement de la planète m, et qui devra être considéré conjoin tenaient avec les 
systèmes analogues d'équations, relatifs au mouvement des autres planètes. 

Les premiers termes des valeurs de ~ et de ^> termes qui sont de beaucoup 

les plus considérables lorsque les excentricités et les inclinaisons sont très-petites, 
présentent dans certains cas des difficultés, à cause de l'excentricité qui entre en 
diviseur. On évitera cet inconvénient en posant 

(44) A = esincT, 

d'où l'on déduit 

dh=: e cos vs du -h sin zs de, 
dk = — esinxjdn + cos xj de. 

Il faudra, dans les valeurs de dh et de dk ainsi formées, remplacer les dérivées 
de R prises relativement à e et bt en fonctions des dérivées de cette même fonction 
prises relativement k h et k^ ce qui se fera au moyen des formules 

rfR . ^R ^R 

-y- =:Smn7 -77- -h cos CT -77 ? 
de dh dk 

15l— h^ — J 15 

dts dk dk 

Si l'on eflfectue ces calculs, et qu'on conserve uniquement les termes d'ordre infé- 
rieur par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, on trouvera, en ne négli- 
geant que des termes qui sont au moins de deux ordres au-dessus de ceux qu'on 
conserve, 

dh m, £/R 
-r- ■=^ an 37- 9 

(45) ^' ^ ^^ 

^^ ^ dh my rfR 

- = -an--j^. 

équations d'une forme très-simple, et qui nous seront très-utiles. 
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ÏMS valeurs ^^ -;r ^^ 'T pourront pareillement être sujettes à quelques diffi- 
cultés lorsque ç sera très-petit. Nous aurons alors recours à une transformation 
donnée dans le premier chapitre, en posant 

p = taiigtp sinô, 
<7 = tang(P cosô^ 



(46) 

relations dont on déduil 



, ,^ sinô , 
Hp = qd6-\ r-«9, 

, ,^ cosô , 
dq = — pa6 -\ d^. 

On a d'ailleurs, en exprimant les dérivées partielles de R, considéré comme fonc- 
tion de 9 et ô, au moyen des dérivées partielles de R, considéré comme fonction 
de p et ç, 

dK __ sin ô dR cosQ d R 
d(f cos*«p dp cos*«p dq 

dH _ ^_ f[^ 
Ib'^^ dp ^ dq' 

Et ainsi Ton trouve, en s' arrêtant comme ci-dessus aux termes d'ordre inférieur, 

dp //Il dK 
-j' = an j- 5 

(47) " ' 

—L c=: a/l • 

• dt n dp 

L'intégration des équations dont dépendent les variations des éléments des or- 
bites planétaires, étant subordonnée à la connaissance du développement de R en 
fonction des éléments eux-mêmes et du temps, nous allons, dans le chapitre sui- 
vant, nous occuper de cet important objet. 



33 
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CHAPITRE IV. 



f)I^.VFXOPPK.^IKNT DE LA FONCTION QUI SERT DE BASE AU CALCUL DES PERTURBATÎOWS 

DES MOUVEMENTS DES PLANÈTES. 



SECTION PREMIÈRE. 



rtÉTEttMlH*TfO?f DES EXPRESSIONS ANALYTIQUES DES COEFFICIENTS DU DÊVELOPPKMI-;>T 

DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 



I, — Du cas çii les excentricités et l* inclinaison mutuelle des orbites sont 

peu considérables. 

I. La détermination des valenrs numériques des coefficients de la fonction 
(jtnlurbatrice peut être effectuée par diverses méthodes qui, dans certaines cir- 
LunslaiKeSj piTsentent des avantages propres à chacune d'elles. On doit distin- 
^utT, p;irmi ces méthodes, celle qui fournit les coefficients en fonctions explicites 
des élriD<*Tits des orbites des planètes, et ne point hésiter à l'employer chaque 
fois (}tie les excentricités des orbites le permettent. Tel étant le cas de toutes les 
plantâtes |>rincipales, nous allons donner un soin particulier au développement 
analytique de la fonction perturbatrice. 

Considérons deux planètes m et tw', situées aux distances moyennes a et a* par 
rapport an SuleiU a étant supposé plus petit que a' . 

Si nous désignons par r et r' les rayons vecteurs menés du Soleil aux centres de 
gravité des tuasses m et m\ par s le cosinus de l'angle compris entre ces rayons, 
les fondions perturbatrices R(o. ^ et R(i,o)i correspondantes aux actions de m' sur m 
Bt de m sur m\ auront pour expressions 



1 



r' 



r' s 



[-) R(,,o,= (r* + r'«-2rr'.r^-l;; 



i>s ïqwcUqw^ ont une partie commune, savoir l'inverse de la distance uinUielle 
des deux phnètes. Appelons R, cette partie commune dont la valeur est 

(:ï} R,= (r«4-/''*— arr'5)"2. 
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Nous allons d'abord nous occuper du développement de cette dernière fonction. 
Il sera facile, plus tard, de tenir compte des termes que nous omettons présen- 
tement dans les fonctions R(o, o et Rh.o)- 

Considérons la position t de Téquinoxe moyen dans le plan t^ de Téclip- 
tique {PL lyjig* 3), ainsi que les nœuds ascendants N et W de m et m', dont 
les orbites sont représentées ici par les grands cercles NG/w et N'G/w' de la sphère. 
Désignons, comme dans le premier chapitre, art. 9, par t l'angle tN -h NG, par t' 
Tangle TN' -H N'G, et par y l'incUnaison mutuelle des orbites. L'angle tN -h N//i 
est la longitude héliocentrique de ///, longitude que nous désignerons par v : de 
même, l'angle TN'-4- N'm' est la longitude héliocentrique i»' de m\ 

Jje cosinus s a pour expression 

s = cos(p' — t') cos(p' — t) -h cosy sin (i^' — t') siii(w — t), 
ou bien, en remplaçant cosy par. i — 2sin* -» et posant yj^ = sin* -? 



(4) ^ = cos(^'' — i^ — t'-I-t) — 2 7}' sin (i'' — r') sin(i^ — r). 

Nous simplifierons l'écriture, en introduisant à la place de la longitude hélio- 
centrique p = TN 4-N/w l'angle héliocentrique v = TN'+ N'G -4- G/n, ce qui se 
fera en posant 

(5) i> = t^4-T'— t; 
on aura ainsi 

5 = cosli^' — u) — 2 y?* sin (w' — t') sin (v — r'). 

Lorsque plus tard on développera u, il faudra, pour conserver la simplicité des 
formules, introduire à la place des longitudes moyennes / et e, et de la lon- 
gitude zy du périhélie, trois variables X, ^ et w, liées aux précédentes par les 
relatioTî^^ 

(6) "^ c^e-hT^-T, 

w=: tar-h r' — r; 

y V sera ainsi fonction de X et co comme v^ est fonction de / et w. 

( Soient maintenant 

^ '' r = a{i-+'X), r'=a'(i-hx'), 

33. 
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Substituons dans R^, et, dans une première approximation, négligeons x et y^ x' 
et^, qui dépendent des excentricités des orbites. La partie R^ de R« qu'on obtien- 
dra ainsi, sera 

Si nous considérons spécialement le cas où Tinclinaison mutuelle des orbites 
de m et w! est faible, >}* est une petite quantité, suivant les puissances de laquelle 
on peut développer la fonction précédente. En négligeant la huitième puissance 
de >3, on obtient 

Ro=|a' + /2'»— 2aa'cos(/' — X)|"2 

— 2y3^«a'|a*^-a'«— 2aa'cos(/' — À)}"tsiii(/' — t') siii{X — t') 
-f.6>3*.a«a'«|a*-+-a'*— 2aa'cos(/' — i)f 2sîn«(/'— T')sin'(X — t') 

— 20yî«.tt»û"{a'-ha'«— 2ûa'cos(/' — X)j'^sin»(Z' — T')sin»(A — t'). 

Les fonctions radicales qui entrent dans cette valeur de Ro peuvent être déve- 
loppées en séries, procédant suivant les cosinus des multiples de Tangle /' — X. 
Nous poserons 

|a« -f- a"— 2aa'cos (/'— X) |" ^ .z= i ^ A^'^cosz {/'— X), 

ad {a* -+- a" — 2aa'cos {/' — X) |"^ = - ^ B<') cosi (/'— X), 
a»a'« {a* -h a"— lad cos (/'— X) }" 2 = 1 ^OOeosi (/'— X), 

a»û''|a«-+-a'«— 2aa' ces (/'~X)|' 2 = 12D^')cosi(/'—X) : 

le signe 2) ^^ rapportant à toutes les valeurs entières, positives et négativ^^s, 

de i, zéro compris; A^'^, B^'^, O'^, D^'^ étant des coefficients sur la détermination 
desquels nous reviendrons, et qui jouissent de cette propriété, que chacun d'eux 
acquiert des valeurs égales pour des valeurs de / égales et de signes contrair/fS, *^u 
sorte que Ton a / v 

A(-o = A('\ B^-'J = B^^ C<-J = C^'J, D(-î = D^'). 
Les produits de sinus compris dans la valeur de Rq peuvent d'ailleurs être rem- 
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placés par des sommes. On a, en efiet, 

2 sin (/'— t') sin (> — t') = cos (/'— X) _ cos (/' +- il — ar'), 

8 sin» (/'— t') sin» (X — t') = a -f- cos (a/'— aX) — a cos (a/'— ar') — acos (aX — ar') 

-I- cos {a/'4- ai — 4t'), 
32 sin» {I' — t') sin» (A — t') = 9 cos (/' — X) ■+- cos (3/'— 3i) — 9 cos (/'+ X — 2t') 

— 3 cos (3/' — X — 2t') — 3 cos (— ^'+ 3X— ar') 
+ 3 cos (3i'-+-X — 4t') -I- 3 cos (/'-f- 3X — 4r') 

— cos(3/' + 3X — 6t'). 

La substitution de ces différentes expressions dans Rq conduit à une suite de 
termes de la forme 

cosv 2F("cosj(Z' — X) = i2F(''cos|i(/'— X) ■+- v| 

y étant l'un des angles provenant des produits de sinus et de leurs puissances, et 
F'*' représentant l'un des coefficients A''', B''', C', D^''. Or si l'on remarque que i 
devant avoir toutes les valeurs entières, positives et négatives, on n'altère pas la 
valeur de la série- ^ F'*' cos { / (/' — X) — v| en changeant i" en — /, et qu'ainsi 

cette série se réduit à - V F'*' cos | i{l' — X) -t- v } , puisque F'~' ' = F''', on pourra 
simplifier la formule de transformation qui précède, et écrire généralement 

cos V 2 F''' cosi (/'— X) = 2 F<'' cos {*(/'— X) + v j- 
Par ces diverses considérations , la valeur de Ro deviendra 

R. =i2A<"cosj(/' — X) 

— %» 2B*" {«^os (' + (Z' — X) —cos [(/-+- 1) (/'— X) + aX — 2t']| 

-*- g"* 2^'" h<=°""(''-H+ cos (1 + a) (Z'-X) 

— a cos l(i-h a) (/'— X) + aX — ar'] 

— 2cos[r(r— X)-haX— ar'] 
-f-cos[(/+a){/'-X) + 4X-4T']j 

— -^ »• 5 DO {9 cos (.• + 1) (/' - X) +. cos (i-h 3) (/'— X) 

— 9cos[{i -hi) (/'— X) -H aX — a/] — 3 co8[(/— i) (/' — X) -H aX — ar'J 

— 3 cos[ (i -1-3) (/'— X) 4- aX — ar'] + 3 cos[(j -+-1) (/'— X) 4- 4X — 4t'] 
+ 3 oos[(j-i-3) (V— X) 4-43^ — 4r'] — co8[{i + 3) (/'— X) -H 6X — 6t']|. 
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On simplifiera cette expression en ramenant tous les termes à ne contenir que 
/(/' — X), ce qui se fera en changeant / en / — i , î — a ou / — 3, dans les^ termes 
qui contiennent respectivement £ -i- i , i -f- 2 ou / -h 3 ; ce changement n'altérera 
pas la valeur de la fonction, puisque / doit recevoir toutes les valeurs entières, 
positives et négatives. En posant 

(8) • ^ • ' 

p(0 ^Ir^ C('-») — ~ yî« (D<'-»> 4- D(*-»^ ) , 
o 10 

^ ib 

on aura simplement 

R„r=2M<"cos/(/'— À) 

■+- 2 N'" cos[/(/'— >.) -1- a >. — a r' j 
(9) 

-)- 2 P"' <="* ['(^' - ^ ) -^ 4 ^ - 4 t' ] 

-(- 2 Q"^ cos[i(/'— X) + 6X - 6r'], 

formule qu'on peut encore mettre sous la forme plus concise, 

(10) R, = 2K.<"*)cos[i7'— /a — (i~/»)t'j, 

{i— h) devant prendre successivement les valeurs o, 2, 4? 6; et R^''^'^ d^enant 
alors respectivement égal à M^'^, W'\ P^'^ et Q^'\ 

2. Il nous reste, pour obtenir R< , à remplacer, dans K^'**^ a et a' par r = a -h a.r 
et r' = a'-ha'x^'j à remplacer X par X -4- jr et /' par /' -f-7*'. 

R^*''^^ est une fonction de a et a' : désignons-la par F (a, a'). Par la substitution 
indiquée, cette fonction devient r[a(i 4- ^), a'(i 4- a:')] ; et, comme elle est homo- 
fî^ène et du degré — i, on peut la mettre sous la forme 

(..) r[a{. + x),«'(i + x')]=^rj«(i + f^),«'j. 

Posons, pour abréger, 

^ ' P î.2,..p daP 

et développons la fonction précédente p!ar rapport aux puissances de , 1 par la 
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série de Taylor. Nous trouverons ainsi pour la valeur de R^ : 

X cosj il'—hl — (j — /»)t'4- 9'— A_y | ; 
ou plus simplement, en considérant le terme général de cette série, 

Pour que le calcul du développement de cette fonction devienne facile, il im- 
porte que chacun des facteurs auxiliaires ne dépende que des éléments d'une seule 
des planètes ; et c'est à quoi Ton parvient en développant le cosinus d'une manière 
convenable, ainsi que la puissance /? de •r — x*. On obtient alors 

R,=2K^''*^co8[//'— /a — (z — /i)t']x 

, cos/r' „ . , j:'cos/r' p(p — i) .. , . :c'*cosf>'' 

i „ • I sin/y' „ 4 . T ar'sin/r' p{p — i) „ • . , x'-sinir' 

-+- 2 ^p^'^ smlir—hl - (i — A)t'] X 

^ . , cosi'r' „ 1 • » j?'cos/V p(p — i) „ , . , .r'' rosi r' 

*^ (l-H^)'"*" ^ ^ [l-^xf]!^' 1.2 -^ (14- j/)A'+'. 

X{ 

, Uni y' ^ , , x'sin/r' »(o — i) , . -»•''« 
- x^ coshy ' ;---- 4- px^~^ coshy rf—r — <^-^ x^"* coshy 



expression qu'on réduira facilement en une somme de lignes trigonométriques, 
dès qu'on aura obtenu sous la même forme les facteurs 

x^'"^ cos hy et xf'f sin hy , 

x'9 cos / / -a^' sin / r' 

et 



(14- J/)^' (H-j;')A^' 

Or chacun de ces facteurs dépend des éléments d'une seule des deux planètes 
considérées. 

Développons (i -+- j:')""^'^*^; les facteurs qui dépendent des éléments de m' 
deviendront 



.r'y cos i y' 



= x'^f cosiy— ^-±i a/^+^ cosz>'+ (P'^')^P'^''^ a:'7+« cosi>'4^. . . , 



(.5) 

.r'^sin/r' - 



{i-^Jc')P 



îg; = x'^ sinzy'_^-±^ x'^+* sin/y 4- (^±i^ 
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d'où Ton voit que ces facteurs se formeront au moyen de ceux qui dépendent des 

éléments de m^ et dans lesquels on aura accentué les éléments. 

Quant aux facteurs af'^ cas hjr et af^sinhjj il suffira pour les obtenir de 
développer cos hj et sin hj" suivant les puissances de fij^. Les expressions de x 
et j-j en fonctions de Tanomalie moyenne Ç de m, sont connues. 

On trouvera réunies dans l'Addition I, placée à la suite des chapitres : 

I**. Les expressions des quantités auxiliaires x et ^, celles de leurs puissances 
et des produits de ces puissances jusqu'au septième ordre inclusivement; 

2**. Les expressions de ocP^coshy et af'^ sin fijj calculées au même degré 
d'approximation par les formules 



xP-'' 



cos hv = xf'-'i — - A» xP"'' r* -h -^ A* xP-'^r* — h^ x^'^ r* 



xf*"^ sin hv = h x^'^f y — ^ A' xp-"? r ' 4- — h^ x^'f r* — f-V- A' J^''"'' r"^ \ 
^ ^ o -^120 ^ 5040 ^ 

i^. Les expressions de ^ tv^ et ^ ^r—-, : ces quantités sont calculées jus- 
qu'à la puissance 7 -h ç — ^, 9 ne pouvant surpasser />; ce degré d'approximation 
suffit toujours pour obtenir les termes du septième ordre dans R, : pour plus de 
facilité dans les calculs ultérieurs, nous avons multiplié la valeur de chaque fonc- 
tion par le coefficient numérique du terme correspondant de la valeur de R^ ; 

4^. L'expression complète de R, jusqu'aux termes du septième ordre, dans 
laquelle doivent être substituées les expressions des facteurs précédents. 

3. Considérons simultanément les quatre termes qui, dans l'expression (i3) 
de R^, dépendent de R^*'*^ et des mêmes puissances de x et de x\ 

xP'^coshjr et xP"^ sin hjr se composent d'une suite de termes de la forme 
N cos(nX — ntù) et N| sin(/iX — ww). 

"" 1.2... y (i^a/)i^^ ^^ "■ 1.2... y {i-^-xy^' ' 

composent d'une suite de termes de la forme N' cos(n' /' — n' ^') et 
N; sin{n'V -n'zs'). 

En employant les quatre termes que nous venons d'écrire, nous obtiendrons 
dans R, l'expression suivante : 

^j^o,*) p^Tjpj, cos[i7'— A/ — (z — A)t']cos(7i'Z'— n'ny')cos(nX — no)) 

_j^u.A) jjjj'^ sin[i7'— AX — (i — &)T']5in(/i'/'— n'tj')cos(/iX — nw) 

+ K^'-*^ N, N' sin [iP — hl — (i — h) t'] cos{n' V—n'u*) sin(/ïX — ntù) 

^- K^''*^ N, N', cos[i7' —hl — (i—h) t'] ûn[n'V—n'xs') s\n\nl — ntù)s 
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changeant les produits des lignes trigonométriques en sommes, l'ensemble de ces 
termes deviendra 



j_(/.A) 



-7- (N —N,) (N' -h N',) cos[ (/•-(- «') /'— {h — «) X — n'u' — n» — (* — h) r'J 
+ -4— (N -h N,) (N'-f- jN',) cos-[(i -f- «') /'— (Ah- n) X — //cj' h- «o) — {i—h) t' J 



(.6) 

H- ^7- (N H- N.) (N'— Ps'.) cos [(/— «') /'— (A + «) X -f- n'n'4- «w — (* — /«) t'] 



(I-.*) 



j,(.-.*) 



+ -j- (N — N,) (N'— n;) cos [(i— n') t' — (A — «)).-+- «'cr'— «&) — (i — A)?']. 

Posons généralement 

X' cosAj =2 {'')/»)'■ '■*** '*^' 
a:' sin hy = >* [r, A]„ sin/iÇ, 



(•7) 



p(p-i) ..(p~a+i) x" cos/y _-v /«,'\ ^ , w 



;'(/'— 






le signe + convenant au cas où u est pair, et le signe — au cas où u est impair. 
Onconnaîtj par ce qui précède, les valeurs des expressions symboliques (r, Al„, 

Posons encore 



fi8) 

A' OÙ l'on déduit 

(•9) 






I. 34 
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parce que (r, A)„ et ( — j ne renferment que des puissances paires de h et de i, 
et [r, A]« et — que des puissances impaires des mêmes quantités. 
vSoit enfin 

Le développement de la fonction perturbatrice se composera définitivement 
des quatre parties suivantes : 

I. 

j cos [(i -h n') /'— (A — n) X — /ï' cj'— /i 0) — (z — A ) t'] X 



S 



(o.»)« 



■ K^. 



M 



X 






formule dont la loi est évidente. 



II. 



(21) 



j COS [(i -\-n')l'— (h-hn)A— h' o' -t- « w — [i — h) t'] X 



X 



le coefficient qu'on obtienl en changeant h en — h 
dans le coefficient de la première parue. 



III. 

' cos [(j — «') /'— (A -t- 7»)X + n' ra'-f- TIW — [i — h)-c')\ X 

v^*J J le coefficient qu'on obtient en changeant A en — A, 

( et i en — i dans le coefficient de la première partie. 

IV. 

7 cos [(i — m') V— (A — w) A + n' u' — no — [i— h) r'] x 



(.3) 



le coefficient qu'on obtient en changeant i en — i 
dans le coefficient de la première partie. 
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Ainsi donc il suffira de former l'expression analytique du coefficient de la pre- 
mière partie : les coefficients des trois autres parties s'en déduiront par des chan- 
gements convenables dans les signes de h et de z. Quant à la première partie, il 
faudra, si Ton veut obtenir le développement complet de la fonction, considérer 
successivement toutes les combinaisons des valeurs entières et positives de n et n! 
dont la somme n'excède pas le degré jusques auquel on veut pousser l'approxi- 
mation. Si l'on voulait simplement obtenir un terme déforme donnée, on choisi- 
rait parmi les valeurs de n et n' celles-là seulement qui pourraient conduire à ce 
terme. 

Le développement général une fois obtenu en fonction de h et deK^'''*^, on y 
remplacera successivement h par £, z — 2, i — 4? î — 6; et en même temps R'''''^ 
parM^^), N('>, P^'), Q^'^ 

Notons encore les simplifications suivantes : 

1°. Lorsque n! est nul, la quatrième partie de la fonction est égale à la pre- 
mière ; la troisième est égale à la deuxième. On peut donc se borner, la première 
partie une fois calculée, à en déduire la deuxième, pourvu qu'on double les deux 
résultats. 

îî*^. Pareillement,' lorsque n est nul, il suffit de conclure la troisième partie au 
moyen de la première et de doubler les deux résultats. 

3°. Quand n' et n sont simultanément nuls, les quatre parties sont égales. Il 
suffit donc de considérer la première et de la quadrupler. 

4®. Quand on suppose h égal à /, auquel cas R^'»'*^ représente M^'\ 
l'angle [(f — /i') /' — ( A -+- w) X 4- w' t^' h- /^« — ( / — A) t' ] se réduit à 
[(£ — 7i')/'— (i-f- «)X-h/î'ti7'-h wo)]; et en y changeant i de signe, il devient 
égal au signe près à l'angle [[i-\-n')V—[i— n)\ — n'rs'—n(ù\. Les mêmes 
transformations réduisent l'angle [(/ — n')/'— ( A — /2)X -f- /l'îsr'— /î w — (/ — - A)t'] 
à l'angle [(/H- n')/'— (/h-/î)X — /î'zj'-f-Tiw]. Il résulte de là qu'on peut, dans 
ce cas, se borner à calculer la première moitié de la fonction, pourvu qu'on 
remplace partout R^'»^^ par (M^'^-l- M^""'^). 

On obtiendra, par ce qui précède, le développement de R< exprimé au moyen des 
coefficients M^'^, N^'^ P^'^ et Q''^ Ces coefficients dépendent de Finclinaison mu- 
tuelle des orbites, et si cette inclinaison était un peu forte, il y aurait avantage à 
laisser le développement sous cette forme. Comme les inclinaisons des orbites des 
planètes principales sont très-petites, nous avons préféré développer complète- 
ment par rapport aux puissances de 17'. L'écriture du développement de la fonc- 
tion est un peu plus longue; mais, ce qui est préférable, le calcul numérique de- 
vient plus court et plus clair. Cela tient, 1** à ce que A^'^ = A^~'^^ ce qui n'a pas lieu 
pour M^'^ et M^"'^ ; 2® à ce que les valeurs des perturbations des divers éléments des 
orbites, correspondant à un même terme de R, , se déduisent plus aisément les unes 

34. 
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des autres; 3*^ enfin à ce qu'on voit mieux quels sont les tenues on yj*, y?*, . . . qui 

peuvent être négligés. 

Bornons-nous à présenter ici la valeur de R, jusqu'aux termes qui sont du 
second ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons ; renvoyant à la 
page 275 pour l'expression complète de la fonction, étendue aux termes du sep- 
tième ordre et présentée sous la forme algorithmique où elle est d'un usage plus 
commode. Nous donnerons d'ailleurs, dans les Additions, des Tables numériques 
propres à faciliter l'usage de cette fonction. 

R^ ^ j i A(0 -^ t:^ ( — 4 /« A(') -h 2 A;*^ -h 2 A^''^] — %' B<''») j cos(z7'— a) 
^.^j(4/«^-a/)A^o_aA['^-2A|'Mcos[(£•-hl)/'— (i4-i)X_o' + 
^_ £ j _ 2 / A<') — Aî'^ [ cos[i7'— (1 — I ) X — 0)] 
+ -j(2/4-i) A<')H-A['Mcos[(z-f-f)/'— a — cj'J 

H) y ' 

HH I (4/«-_ 5 A(') -h (4'— 2) A['^ -f- 2 A;'^ cos[z7'— (i— 2) X— 2 w] 

4.^j(_4^»_2/)AC')4-(— 4z-2)A|'^ — 2A['^jcos[(z-^i)Z'— ^^^ 

+ ÇJ(4i'^9' + 4)A(')4-(4*'4-6)A;'^4^2A|'^Jcos[(z + 2)/'--iX-2^ 

i. La fonction R,, distance inverse des deux planètes m et /w', doit se com- 
poser de la même manière en /' et X. Considérons les coefficients 

et CK^') ^ C, K['"^ ^ C. K;*'^ -k . . . 

des cosinus de deux angles symétriques l'un de l'autre. Cette symétrie ne 
se remarquera pas, en général, dans les coefficients, parce que nous l'a- 
vons fait disparaître par la manière dont nous avons développé la fonction 

r |fl(^i -h x), a'(f -h :t')j. Mais si, dans le coefficient cR^'^-f- t^i RÎ'^ -f- . . . , 

nous remplaçons les dérivées de R^'^ prises par rapport à /î, par les dérivées de R^'\ 

prises par rapport à a', la symétrie reparaîtra; et, en désignant par R'^'^ la quantité 
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le coefficient de K'^'' deviendra, après la transformation indiquée, égal à Cp. 
Pour effectuer qette transformation, nous déduirons, de ce queK<" est une fonction 
fiomogène et de degré — i par rapport à n et à a', les équations 

K[') = — K'o — K;^''^ 

K-i'^ = + K' (') 4- 2 k; "■ ' + K'/", 
K<" = — K'C) — 3 K'/" — 3 k;'*' — k;"', 
(25) Kf^ = -I- K'(') 4- 4 k;'" -+- 6 k;"' + 4 k;^'' + k;"\ 

Kf^ = — K'c' — 5 k;<'' — lo k;^*' — lo k;'" — 5 K'/" — k;''\ 

f 

Cette vérification étendue à toute la fonction R< calculée directement ^ permettra 
de l'obtenir exempte de toute erreui*. 
Nous ferons encore remarquer : 

1°. Que dans chacun des angles placés sous les signes cosinus dans l'expression 
de R|, la somme des coefficients de /', de X, de zs\ de w et de t' est égale à zéro : 
en sorte que chacun de ces angles reste le même, ainsi que cela devait être, quand 
on déplace la ligne qui sert d'origine aux longitudes dans le plan fixe ; 

a**. Que, d'après ce que nous savons de l'ordre des quantités K^^\ N et N', les 
coefficients des cosinus sont, par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, 
d'un ordre au moins égal à la somme a des coefficients de /' et X dans l'expression 
de l'angle placé sous le signe cosinus. Des termes de la même forme se retrouvent 

ensuite dans les ordres c -f- a, o- -H 4i 

Finalement on devra remplacer dans R, , X par Z -i- t' — t et w par ® -h t' — t. Il 
sera alors facile de former les dérivées par rapport à a et a\ e et e\ s et ê', isetu'. 
IVf ais si l'on veut former ces dérivées avant d'avoir éliminé X et «, on le pourra en 
remarquant que 

rfR, r/R, rfR. 



(^6) 



lit dC dV 



dfi, __ r/R, 
dra d(fi 
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5. Le calcul des coefficients A<*\ B^*^, C^*^ etD^'^ peut être ramené à celui des 
coefficients du développement du radical (iH- a* — aa cosô)"*, suivant les cosinus 
des multiples de 0. Nous admettrons ici ce dernier développement dont nous trai- 
terons à part. Posons 

a 

(27) {n-a«_2acos{/'— i)|-'= ^^ilî,^'"^ cosi (/'— i), 



i ayant toujours toutes les valeurs entières positives et négatives, zéro compris. 

— ; — par ift)„ 9 et dans les cas de ^ = -5 ^ = -9 



Pour abréger, nous désignerons a" par ift)^ > et dans les cas de ^ = -5 ^ = -9 



5 n 

5 = - et j = -> nous remplacerons ift>^'^ respectivement par b^^\ c^'\ e^'^ et^^^^ Or en ^ 

comparant la formule (27) aux séries (7), et prenant les dérivées des coefficients 
par rapport à a, dérivées dont on a besoin dans la théorie des perturbations , on 
trouvera * 



^Af*) = i(«J, 



(la ' 



a'A<'' = J!", a'.n^= aa'Al" + a'A['\ 



I I 



^a 



i(n 



2 ' ao ^ * 



a'A|'' = -^i^'\ a'.a^' = 4a'Ai"+3a'A[", 

' 2.3 ' aa * •' 

«'Af'= • i{S ' «'.a^=5a'A|'•'+4a'A.<'^ 

' 2.3.4 * f^" $ ' ■* « 

a'A<'^ = -V^r-g &;■■> , a'. a^'= 6û'Al*^-H 5«'A['', 

* 2.3. 4*5 rffl « * 

«'Al" = ' -^ il'^ , «'• «^ = 7a'A!"-4- 6a' A'", 

• 2.3.4'5.D ' rftf ' ' • 
' 2.3.4.5.0.7 ' da * ' ' 



a'k^' = 



^(0. 



• ""2.3.4.5.6.7.8 
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(^9) 



a' »(■■'=««('■), 



«'B['''=a(c|"-f.cC)), 



a'B:"=î(cl'-^+.cî«), 












a'.a^L3a'Bf^+aa'B''\ 

a'.a^'=4a'Bl"+3o'Bf\ 
aa * ' 

a'.«?[Bii.'=5a'Bi'V4a'B|'^ 
da ' * ■▼ 4 

«^«f[B£ = 6a'Bf'+5a'B.'•^ 



û'Bl" = 



xfX6('^.-^«<') 



(3o) 






J.a^^=dC% 



da 









2 3 



«' <^'' = ^(<'+ «^'"-^ »"'')• 



û'DC' = a»/"'', 



a* D('' =îj (/;'"• + 6/î" + 6/'"). 



oa * 



oa ' ' 



^ 
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Soit enfin une somme de plusieurs de ces coefficients, telle que 

ci G") = I K C" -•' + 4 «' CW H- C('+») ) , 
on aura. «'GI'' = \ (a'C;'"'^ + 4«'C|*' 4- C;-^''), 



(3,) 



8' 



da ' 

a'.a^'=WG'"-<-«'G;", 



da 
etc 



^^''''==3a'GÎ''^+'2a'G!'^ 



6. Pour passer de R, à R(o. o» il faudra lui ajouter l'expression 

R(o, 1) — Ri = — -p\' 
Le second membre, quand on néglige les excentricités des orbites, se réduit à 

(33) _J^cos(/'-X)-hi^r,«sin{/'-T')sin(X-T'), 

d'où Ton voit, en comparant à la valeur de Ro, qu'on obtiendra le développe- 
ment de R(o, K) — R^ en remplaçant dans R, , A^*^ par — ^» B<^^ par — 2 ^5 et en 
négligeant les termes qui dépendent des autres coefficients. 

a — et a — r^ deviendront en même temps égaux à j^ et — 2 -7;? et leurs 

da da a a 

autres dérivées, prises par rapport à a, seront nulles. 

Nous amrons ainsi, jusqu'aux termes du troisième ordre inclusivement : 

— —ee'cosfaZ' — 2> — d'-t-co) 

a ^ 

!3a 3 a i, 3a A /., x 



{:M) 
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( «' /7' la' a \ ^ ' 

— -j—,é^ëç,Oh[iV — .'iX — cy'-h 2 0)) 

-f- -7r-^ee'*cos(/'— 2Cj'-f- 0)) — ^. -^ee'*cos(3/'— aX— acj'-f-w) 
ib « ^ ' ib « ^ ' 



3 a 



2 



-7 e>3* cos (/'-h w — 2 t') 
a . 



s -;e*COs(/'H- X 2fi)) 5 -7^?* C0S(/' 3X -1-2 0)) 

O « ^ '00 ^ ' 

-h 3 -7 ee' cos ( 2 /' — ci' — 0)) 

a ^ ' 

(34) suite. — ^ ~ «'» cos (/'H- X - 2tj') _ ^ ^e'« cos (3/'- X — ixz'\ 
' o a o a ^ ' 

— 4 »?* cos (/' -h X — 2t') 

_ JL f. e» cos (Z'-f- 2X — 3o)) — ^ ~ 6' cos (/'— 4X -f. 3o)) 
24 « ^ ' 3 tf ^ ' 

-7 — ;e'e'cOs(2/'-4-»X Cj' 20)) 

4 û ^ ' 

8 



pr -ree'* cos(Z'-|- aX — 2cr' — o)) H — ;t — ee'* cos (3/' — 2ct' — o)) 

16 a ^ ' ib a' ^ ' 

— g Je'»cos{2r-|-X — 3cy')-^ Je'»cos(4/' — X — 3cy') 

reyj' cos(Z'-H- 2X — o) — 2t') — 2 — e' »• cos ( 2 /' -f- X — tj' — 2tM. 

2 fl ^ ' a ^ ' 



La dérivée partielle de cette fonction, prise par rapport à a et ensuite multipliée 
par a^ est égale à la fonction elle-même. On a 

(ûD) a ^- = H(o, o— H,. 

Pour obtenir R(4,o; — I^o il ^st facile de voir qu'on devra, dans l'expression 
de R,, poser 

a} a} 

<^A0) a! rfBCO n' 

da à* da a} 

(36) I ,rf»A('> ^a' .1 ,rf»BC^ -û' 

2 rtfl' fl' 2 aa' fl' 

2.3 ^ da^ fl* 2.3 da^ a} 

elc . 

1. 35 
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274 RECHERCHES ASTRONOMIQUES. — CHAPITRE IV 

et faire tous les autres coefficients nuls. On trouvera ainsi : 

R(i.o)-R,.= !---h--(e*-t-e'')-f--yî'icos(/'-i) 

ee'cos (iV — aX — cr'-f- w) 

atx. ^ ' 

-h I — 2— e-f- — ee'"H ^c'-h 2 — e»"}cos(/' — 2X4- w) 

+ (4. ê -î_ e' — 7 — <.'e' — - — ./«» ! cos a — o') 

+ ! — i— e'4-7-e»e'4-5 — e"+i— e'«»!cos(aZ'— X-o') 

-f-— ^ — e*e'cos(X-f- cr' — 2tt)) i — e*e' 005(2/' — 3X — ny'-f- 2'*)) 

— -j — ee"cos(3Z' — aX — 20' -f- &>) 
4 «a 

3 I 

H e'yî*cos{X -HTj'— 2r') 

2 lia ^ ' 

-^l—e^ CCS (/' 4- X — 2m) - ^ — e« cos (/' — 3X -h 2«) 
(37) +3 — ee'cos(2X — xs' — co) 



Aa 



_^ .Le^'cGs/Z'+X — 20') — I— e'"cos(3/'— X — 20') 
8 aa ^ ' o aa ^ ' 

^ y?* cos(Z' + X — 2t') 

aa ^ ' 

_^_Le*cos(Z'-h2X — 3co) — ^ — e»cos(Z' — 4X-f-3w) 

4--^ — e'e'cos(3X — o' — 2w) -x — e*e'cos(2Z'+X — nr' — 2«) 

16 aa ^ ' îOaa ^ ' 

— 7 — ee"cos(Z'4- 2X — au' — to) 
4 aa ^ ' 

__LJ_e'»cos(2Z'-hX — 3cr')— 4— e'«cos(4/' — X — 3cr') 

24 ûa ^ ' 3 aa ^ ' 

— 2 — eïî*cos(Z'-|- 2X tù — 2t') 

aa ^ ' 

— - — e'ïî*cos(2Z'-hX — w'— 2r'). 

2 aa ^ ' 

Lorsqu'on change a en a', X en /', co en gt^^ 6 en 0' et réciproquement, -p:^ se 
change en -^5 c'est-à-dire que la fonction Rjo.o — Ri se change dans la fonc- 
tion R(,,o)— R<. On peut vérifier que la fonction (37) se déduit effectivement 
ainsi de la fonction (34). 
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Développement de R^ jusquaux termes du septième ordre inclusivement. 

7. Nous réunirons en un groupe les termes de l'ordre zéro, et ceux qui sont de 
même forme, relativement à l'argument, dans le second, le quatrième et le 
sixième ordre. Nous en ferons de même à l'égard des termes du premier ordre, 
et de ceux qui sont de même forme dans les ordres supérieurs. - . . Ainsi de suite. 

Considérons, par exemple, une partie des termes du premier groupe, art. 8, 
page 277, savoir : 

R.= («p Q (t)+ (..)(O(0' (Q+ (,3)(0g) (îy+...}co8[(*+i)^-(i+.)X-cT'+ 

En recourant à la légende qui est à la suite de ce groupe, on trouvera que 
(aiy») = (5i), (2ay'^ = (52), ('i3)^'^ = (53). .., sous la condition qu'on fasse 
dans les fonctions (5i), (Sa), (53),. . ., A = — î et K^^^ = A^'^ Les fonctions (5 1), 
(5^), (53) . .. sont elles-mêmes placées plus loin, à la suite du dernier groupe 
des termes du septième ordre de R< . On a ainsi tout ce qui est nécessaire pour 
connaître les différents coefficients du développement. 
Nous poserons d'ailleurs, pour simplifier l'écriture, 

£(')= - (B«'-*> + B(*+*)), 

Gf'> = I (C«'-') -h 4Cf'^ -f- Cf'+'O, 

H^o = A (D<-8) + Qj)(i'i) ^ gj)ii+t) ^ D('+»)) , 

U')= I (C('-»^-hO')), 

S(') = i| (Di'-^) -h 3D(*-*> -h Dî'+*^), ■ 

On remarquera qu'on a E^-^J = E^'\ G«-*> = G<'> et ff"^^ = H^'^; U-'+»^ = U'^ et 
S(-i+a)_S(0. enfin T^-'+*) = T^O ; ce qui dispensera d'étendre les Tables de ces 
fonctions aux valeurs négatives de /. 

Pour obtenir R(o,o — R|, il faut poser dans l'expression de R< 

• a 

• r 



35. 
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276 RECHERCHES ASTRONOMIQUES. — CHAPITRE IV. 

Pour obtenir R(i,o ^ ^n on doit faire, dans la même expression de R,, 



2 aa 



• ' 2 ' fla 



' ' 2 . ' aa. 

A''^ = E^'^=-B';'=4-4-' 



etc. 



Au reste, les expressions de R(o,o — Ri et R(i.o) — Ri o»t été données plus haut, 
jusqu'au troisième ordre; et la convergence de cette partie des séries rendra presque 
toujours cette approximation suffisante. 

Arrêtons-nous en particulier au coefficient (2a)^'\ et proposons- nous de le cal- 
culer pour i = +-7. Il faudra recourir, d'après ce qui précède, à la fonction (Sa), 
en calculer la valeur numérique pour A = — 7, et y remplacer R^'^ par A^'^ 
Or on sera presque toujours dispensé de ce soin par l'emploi des Tables numé- 
riques, données à la suite des chapitres, dans l'Addition II, et qui fournissent 
les valeurs numériques de tous ceux des coefficients (i)^'\ (a)^'^..., qui sont d'un 
usage habituel. Ces Tables sont calculées pour toutes les valeurs entières de /, 
depuis — ïo jusqu'à -f- 10; dans le cas très-rare où l'on aura besoin d'étendre 
l'une d'elles plus loin^ on le fera très-simplement par la considération qui a servi à 
les obtenir rapidement et exemples d'erreurs. Les fonctions qu'il s'agit de réduire 
en nombres sont, en effet, des fonctions entières de /, et l'on sait que si l'on cal- 
cule les valeurs d'une telle fonction du degré w, pour des valeurs de n entières 
et équidistantes , les différences de l'ordre n des valeurs de la fonction sont con- 
stantes, et égales à (1.2. 3.. .w. C), C étant le coefficient de i'* dans l'expression 
algébrique de la fonction. On a donc commencé par calculer les valeurs de cha- 
cune des fonctions qu'il s'agissait de réduire en nombres, pour les valeurs les plus 
simples de i telles que — 3, — 2, — i, o, -f-i, + 2, + 3, et l'on en a conclu les 
autres valeurs au moyen des différences. Après avoir porté ce calcul, d'une part 
jusqu'à la valeur correspondante à / = -h 10, de l'autre jusqu'à la valeur corres- 
pondante à i = — 10, on a vérifié ces valeurs par un calcul direct. 

Revenons au calcul de (22)^^^ Les Tables des divers coefficients étant rangées 
par ordre de numéro dans l'Addition II, on y trouvera facilement celle du coeffi- 
cient actuel, en tête de laquelle nous lisons la formule 

*' Il 22Jj*4 
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Or les valeurs numériques des coefficients V^'\ V|'\- • • sont données, dans les dif- 
férentes lignes de la Table pour les diverses valeurs de i. Pour la valeur 7 
de cet indice, nous trouvons 

^:,^YV = _ 24360 A^^^-f- 36o A|'' -h452 A^'^— 1 8 A^;^— 1 2 A['K 

Ou remarquera que l'expression (a8)^'^ dépend des mêmes coefficients. 

On doit encore prendre garde que pour éviter les fractions, dans certains cas, 
nous avons, au lieu des coefficients eux-mêmes, donné leurs valeurs multipliées 
par un nombre, toujours fort simple. Ainsi, par exemple, dans l'expression de 
(3i) '^, nous avons donné les coefficients de 4V^'^ au lieu de ceux de V«'\ 

8. Termes de l' ordre zéro. Termes des ordres deux, quatre et six, et de 
même argument que les termes de l'ordre zéro. 

K. = j (.)« + (.)<•) (î)V (3)0 (0 V (4P (î)V (5)'"(î)'(î' ) V (6)<-'(îy 

+ (i.)")(î)V+(i3)'"(î')%'+(,4)"'(î)\«+(.5)c)(îyg')V+ (i6)« (î')v 
+ (,y)(.)„»+(i8)w^iy„»4_(,9)(')gy„»^(2o)«»«jcos(//'— a) 

+ '"9>"'{ï) (3)'"'+('°>"'(0 (;)»'!«»[(' + ')''-(■ + ■)>-'''+"] 

(3T(ï)"(0'-p''"'(0'(5)'-p"'-a)"(î)' 

+ (34)«(07^)V/'}cos[(i-l-2)/'— (i+a)X — 2cr'-Hao)] 

(35)('>('0Yî'ycos[(i + 3)/'— (t-f-3)X — 3ct'-h3&)J 

(36P (î)%.« -H (37)<" (î)%'-h (38)'" (î)' (J)\' 
+ (3 g'-) (îy>î* j cos [j7'- *•), 4- aw — at'J 
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+ 1 U'Y" (;) (-r) .'+ (4.)"' (;)'(î) "•+(<")'■' (ï) (;)'»• 

-t- (43)w (1) (0 «* j cos [(/•— i)/'- (i-i)X + 0'+ 0) - 2t'] 

H. j (44)'"(î'j%«+ (45)(')(1)' (0%.+ (46)")(^)\« 

+ (47)'" (J)%* jcos [(/- 2)/'- (i- 2)X + acr'- 2t'] 

-H {48)f"(^y(0V COS [(*• 4- !)/'—(«+ i)X — ct'+3«—2t'] 

-t- (49)w(î)(î'y«»cos[(/— 3)/'— (/ — 3)X4-3o'— w-ar'J. 

Les coefficients (i)'*', (a)''\..., sont donnés par les formules suivantes : 

(,)(■) = {,), (2)C) = (2), (3)c'=(3), (4)'*' = (4), {5)f" = {5), {6)C) = (6), {7)"' = (7), 
(8)<''=(8), (9)('>=:(9) et (io)<''=(io), en posant dans les fonctions 
(i), (2), (3)..., A = i et K(') = A('>. 

(ii)t')=(i), (i2)(''=(2), {i3)('>=(3), (i4)")=(4), (i5)C)=(5), (16)") = (6), en 
posant A = i et K''' = — E'' >. 

(i7)(')= (,), (18)0= (a), (19)"'= (3), enposant A = /• et K(')=G"'. 

(ao)'''= (i), en posant A = i et Kf'>= — H''>. 

(ai)"'= (5i), (aa)("= (5a), (a3)("= (53), (a4)"^= (5;), (25)"^= (58), (26)("= (59),' 

en posant h = — 1 et K'' ' = A'' ' , 
(27)'"= (5i), (28)")= (52), (a9)(''= (53), en posant A = — i et K"'= — E<". 
(3o)('' = (5i), en posant A = — zet K(''= G'*>. 

(3i)"'= (98), (32)(')= (101), (33)'"= (102), en posant h = — /et K"'= A"'. 
(34)'*'= (98), en posant h = — i et K«= _ E'". 
(35)"' = (129), en posant K(''>= A"'. 



(36)("= (ai) , (37)'" = (aa), (38)<"= (a3), en posant A = — (i — a) etR(" = -!■ B'-". 
(39)"'= (ai), en posant A = — (j — a) et K<'>= — L"'. 

(40)'''= (5i), (4i)t'>=(52), (4a)f'>=(53), en remplaçant i par — i et posant 
A = — (»• — 2) et K") = - B"-»'. 
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(43)^'^ = (5i),.en remplaçant i par — 1 et posant A = — (i — 2) et K^*^ = — L^'^ 
(44)(')=(83), (45)(.)=(84), (46)^'^= (85), en remplaçant / par — i et posant 

{47)^*^= (83), en remplaçant i par — /et posant h=z [i — 2), K^*^= — L^'^ 

(48)^'^= (69), en posant h = — (i— 2) eiK^'^ = ^B^'''K 

(49)^'^= (118), en remplaçant I par — z et posant A = (1 — 2) et K(*^ = -B^'~*^ 

9. Termes du premier ordre. Termes des ordres trois, cinq et sept, et de 
même argument que les termes du premier ordre. 

R=. { (5o)"' (0 + (5i)<-) (î) V (5.)<') (î) (î') V {53)C) (î)' 

-H (54)'" {$f (I) V (55)<--. (î) g) V (56)(--. (î) V (57)<-) (î)* (î')' 

^ (58)'" g)' g) V (59)"' (î) (J) V (6o)<o (î) ««-H (6x)<o (î)%» 

+ («^)^'' © (5)*"'-^ («3)<') (1) V+ (64)<') (î)' (^) V-H (65)<.)(î) (î') V 

+ (66)'" (^)»*+ (67)'" (i) V+ (68)(') (î) (^)*«»+ (69)0 Ç)«' j cos[.7'- (z-.)X-co] 

-H(75)'"(^')V(76)'"(î)' (^)^-(77)<"(0* (0'-^(7«)"Kiy (iT-^(7»>"'(i)' 
+ (8o)<" g)«'4- (8i)<"(î)* \ty,+ (8a)C)g)'««+ (83)'"(î)* (^)„« 

+ (84)''"^(iy (i)*''*+ (85)'"(^)'«*+ (86)<')(^)«*+ (87)") (î)* (Qr,* 
+ (88)'"(^)V+ (89)("f^)«« }cos[(i+i)/'-.-X-cr'] 

+ (98)"'(ï)' (;)'-•■+ (99)"' (;)' (;)>i'|cos[(.-+ ,)r- (.+ ,)>-»'+ >»] 
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. I ,.«„,...(î) (0V ,...,...(0' (^)V (.«.)<..(î) (Î-) V ,.o3,...(i)' {t )• 
+ (.04)'" (;)" {i)'+ (■<>5)'"(;)(;)'+ ('»6)'"(;) (;)■»•+ (■»7)'"(;)' (î)"»' 

.i„,„,.,(y-g)V,...,,.,(t)-(0V,„„...©'(iy 

4- (ii3)") (î)' (î'y»' jcos [(i + 2) /'— (/-t- 3) i — an'+ 3o)] 

+ (i i8)<"(îy (^ y COS [(/• -I- 3) / — (/4- 4) X — 3ct'+ 4w] 
+ ("9)"'Q'(;)*COs[(iH-4)/'-(/+3)À-4cr'-<-3«] 

+(^"4)<'-'(î)'(J)%'+(i=.5p(î)g)\'+(,.6)(oQ,»+(,,7)(.)(îy„^ 

{»3o)'')(î')««+(.3.)(o(îy^l'j,'+(,32)t')(f)V+(.33)'''(î)'(î'j 

+ (»34)"'(î)' (î')%'+ (i35)<-) g) V + (i36)<'^ (^)«'+ (.37)'" g)' (î') .' 

+ (i38)(" (^yr,»+ (i 39)") (î')r,« jcos[(i — 1) /'— (i— 1) l -h TS'— 2t'] 

{ ('4o)"> g)V,'+ (.4»)"> (5)'^*+ (.42)'" (î)' (!)%,• 

-H (i43)''" Q" r,* j COS [il'— (i-hi) l + 3« — ar'J 

(•44)<"(y' (i)'''+('45)'-'(î)* ^î),.^.(.46)<.,(iy gy,. 

-f- (i47)"'(^)' (î')7î» jcos[(» + i)/'— a — n;'+2o,-2T'j 
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+ (i5i)C) (îV (Çj r," j COS[(i — i) l'—a -f- cr'-h 2W — 2t'] 

+ (i55)('> Q (î'Vr!'} COS [(1- a) /'- (1 — i) X + 2ct'+ co — ît'J 

(.56)c'(î)(J)%'-H(.57p(î)'Ç)VH-(i58)<-)(î)(îyv 

+ (i59)"'(;)(;)'«*}cos[(i-2)/'-(.-_3)X + aa'-co-2r'] 

(,6o)(')(^)%' + (i6i)")(îy(î')V+(,6.)(')(0%« 
-<- ('63)''' (^)''5* jcos [(z — 3) /'— (i— 2) X + 3ct'— 2t'] 

+ (i64)"' (^)* l~]n* COS [(/■ + i) /'- (/ + 2)X - 0'+ 4w - ar'] 

+ (i65)(') (îV (J)*yj' COS [(j -f- 2) /'— (j-f- 1) X — 2cj'-|- 3co — ar'] 

-+- (166)") Q* (^)'«* COS [(/— 3) /'— (»• — 4) A 4- 3o'— 2M — 2t'] 
-f- (167)") Q (^ y»!« COS [(*• — 4) /'— ('■— 3) X + 40'- 0) — 2T'] 

-f- (i68)C)^î\%» cos[i7'- («•— i)X-f-3w — 4r'] 

-H (i69)(')(îy (0 „» COS [(t-i) /'- (z- 2) X + cr'+ 20) — 4t'] 

+ (170)0 (î) ^Q%» COS [(*•— 2) Z'- (j — 3) X + 20' 4- co — 4 t'] 

-4-(i7i)(')^^y„» cos[(«-3)Z'-(i-4)> + 3cr-4T'] 

T, 36 
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Les coefficients (5oy'>, (5i)''',.... sont donnés par les formules suivantes : 

(5o)(') = {. .), (5.)(0 = (,a), (5a)W = (i3), (53)'" = (i4), (54)"^ = (.5), (55)W = (x6). 

(56)'" = (17), (57)W = (i8), (58)<') = (i9), (59)('' = (ao), en posant /i= /et 

KW=AW. 
(60)"' = (II), (6i)w= (la), (6a)w = (,3), (63)C)=:(i4), (64)<'' =(i5),(65)W = (i6), 

en posant h = i et K''' = — E<''. 
(66)") = (1 1), (67)« = (la), (68)« = (i3), en posant h = * et K''' = G'". 
(ôg)'-) = (i i), en posant h = i cl K''> = — H'''. 

(7o)(') = (4.),(7i)"' = (4^),(72)«=(43),(73)"'=(44),(74)<" = (45),(75)") = (46), 
(76)0 = (47), (77)'" = (48), (78)0 = (49), (79)"' = (5o), en posant A = iet 

K(') = AW. 

(8o)« = (4i), (8x)C) = (42), (8..)") = (43),(83)(" = (44), (84)'"= (45), (85)t" = (46), 

en posant A = i et K''^ = — E<'' . 
(86)*') = (4i), (87)('> = (42), (88)'" = (43), en posant A = tet K'" = G'". 
(89)'" = (4i), eu posant A = i et K'" = — H'". 

(9«)") --^ (60), (9.)'"= (6.), (92)") = (62), (93>" = (66), (94)<" = (67), (go)'" = (68), 

eu posant h = — i et K^*^ = A^*\ 
(96)(')= (60), (97)^0=: (6,)^ (g8)<0=: (62), en posant /i = — /et K^o=— E^o. 
(99)^*) = (60), en posant A=: — I et Rf') = G('X 

(ioo)(ô = {89), (ioi)(0 = (9o), (102)^')=: (9,), (io3)H=(95), (io4)^o = (96), 

(io5)f') = (97), en posant /i= — i et K(') = A^'). 
{io6)^'> = (89), (107)^'^ = (90), (108) <ô = (91), en posant /i= — 1 et Kf')= — Ef'\ 
(109)^'^ = (89) , en posant h = — i et K^'> == G^'^ 

( 1 io)f'^ = ( io3) , (i 1 1 )(') = (106) , (i 1 2)^') = (107) , en posant h = — i et K(') = AS'K 
[iiZy) = (io3), en posant A = — / et K^'^ = — E^'). 

(ii4)^'^ = (ia3), (i i5)^'>= (126), (ii6)('^ = {127), en posant A = —i et K^') = .V'\ 
(ii7)(0 = (i23), en posant /i = — i et K^'>= — Ef'>. 
(, i8)('^ = (i3i) , {119)^') == (143) , en posant K^'^ = A^'\ 

(120)^')=: (11), (i2i)(i) = (i2), (i22)(')=(i3), (i23y') = (i4), (124)^'^= (i5), 
(i25)('>=(i6),enposantA=— (1 — 2)etK(') = iB''-*). 

(i26V'^===(ii), (i27)('^=(i2), {i28)^'>==(i3),enp08ant/i===— (i~2)etK<*) = -^ 
( 1 29)^*) = (i i) , en posant A = — (i — 2) et K^') = S^*^ 
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,3o)(0:=(4x), (i3ip = (42), (i32)(') = (43), (i33)f') = (44), (i34)^'^ = (45), 

( i35)^'^ = (46) , en remplaçant i par — i et posant h = (i — a) , K^'^ = - B^'"*^ 
i36)^'^ = (4i), (i37)^'^ = {42), (i38)^'^ = (43), en remplaçant 1 par — /', et posant 

139)^'^ = (41) , en remplaçant i par — /, et posant h = (/ — 2), K^*^ = S^'^ 

i4o)(')==(27),(i4i)(''^ = (28),(i42)^'J===(29),eiiposant/i=== — (*— 2)etK('^==-B:'-^;. 

i43)<'^ = (î»7) » en posant A = — (i — 2) et K('J = — L('^ . 

i44)(M = (60), (i45)tO = (61), (146)^*) = (62), en posant h=~ (1— 2) et K(0 = - B '-*). 

i4y)n = (60) , en i>osant /« = — ('— 2) et K^'^ = — L^'). 

i48)-'^ = (60), (149)^'^ = (61), (i5o)('î=: (62) , en remplaçant i par — i et posant 

i5i)^'^ = (60), en remplaçant! par — 1, et posant h = — (i — 2), K^''^= — L^'^ 

i52)^'^ = (89),**(i33)^*^ = (90), (i54)^'^ = (91), en remplaçant «par — 1\ et posant 
A= — (/— 2), K^') = - B^'-*>. 

(89) , en remplaçant i par — 1, et posant /* = — (1 — 2), K^'^ = — L^*'. 
(89), (iSy)^'^ = (90), (i58)^'^ = (ç)i), en remplaçant i par — 1, et posant 
h = (i—'2), K^') = i.B^'-*^ 

{89) , en remplaçant i par — i, et posant h = (/ — 2), K^'^ = — L^'^ 

(112), (161)^'^ = (ii3), (162)^'^ = (ii4)î en remplaçant z par — 1, et posant 

/i = (i — 2), K(') = iBf'-*). 

(112), en remplaçant / par — i, et posant A = (« — 2), K^*^ = — U'\. 



i56)f') 

i59)(') 
i6o)f') 



i63)^'^ 

i64)<'^ = (74), (i65)^'J=:(io3), en posant A = — (i— 2)et K^'> = ifi^'-*). 

166)^*^ = (123), (167)^'^ = (i35) , en remplaçant /par — i*, et posant A = (1 — 2), 



2 



(0 — 3 çu^t) 



i68)f*i = (27) , en posant A = — (i — 4) et K^'^ == g C' 

169)^*^ = (60), (170)^'^ = (89), (i7i)>'^ = (112), en remplaçant i par — /, et posant 



A = -(i-4), K('\=^0-*' 



36. 
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10. Termes du second ordre. Termes des ordres quatre et ûm^ et de 
même argument que les termes du second ordre. 

R, = I (,,.)<" (|)'+ (.jS)!» (î)V (,,4)W (I)' ity+ (. j5)i'. (î)' 

+ (■;«)'" (;)' (;)'+ (■77)"' (î)' (; )V (.78)'" (j)'»- + (.79)'" (';)'»• 
+ (■«»)'"(;)' (5)V+(.8.r (';)'»• jcost.7'-(.-.)»-a»] 

,.N..(1)(J) ^,.83)...(î)- (J) ^,.84)... (Î)(QV,.S5,..(1)- (-^) 

+ (.89)'"(';)'(J).'H-(.H«(î)(0V 

+ {'90"' (^) (J) «* j COS [ (/+ 1) /'- {i- i) X - u'- 0.] 

(.9^pg)VMP(îy(îy^MP^ 

+ {»96)<'> (^)' (î') V (197)'" (^') V (»98)"^ (J)%' + (.99)"' Q' (^')%' 
+ (aoo)(') (^)*'''+ (20i)('j(^yr;» jcos[(t + 2)/'-j7 — 20'J 

("-)"'©■ (ï)-(^»')'-a)"(-0-'"°<''"©"(;)" 

-f- (ao5)<') (î)* (^) r' j COS [(i + i) /'- (1 + 3) \ - vs'+ 3«] 

<-«)■" (h) (ï)'-(»^)'-©"(-r)*- (-'»'■' (î)(îT 

{2io)C>(î) * (^y COS [(«4- 2) i'- (1 + 4) X - aa' + 4«] 
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+ (aii)(')^îy/^ycos[(«-t-4)i'— (»+2)X— 4o'-haa)] 

-h j (ai2)C)n»-}- (ai3)(') (;)*«'-+- (214)''' (i)*"*-'- (>»5)'" (^Vr?» 

+ (aao)") (^)%*+ (a2i)"> «• j ces [z7'— (t— a) X — ar'] 

+ I ("-)"^ (i) (5) «'+ ("3)<') (î)' (^) ««+ (..4)"> (î) (J)'«» 
-h(a25)C)(îW0„»jcos[(i + i)/'— (1 — 1)> — o' + w — ar'] 

+ I ("6)C) (î) (J) ««H- (aa7)<0 (î)" (^) «•-<- {aa8)<0 (î) (!')%« 

+ (aa9)"-^(î)(î')«»jcos[(r-r)/'-{f-3)X + o'-a.-ar'] 
+ (a3o)('' (Ç\\* COS [i7'— («•+ 2) X -I- 4a)— ar'] 

+ (23i)") (îV (Çj V* COS [(»• — i) /'— (1 + 1) X + c'+ 3w — 2t'] 
+ (a3a)(') (îV (^ y n* COS [(/ — 2) /'— A -f- 20'+ 2» — ar'] 

+ (233)(') (î) K\\^ cos[(i — 3)/'— (*— i)X4-3cr'-f-«— 2t'] 

-+- (234)'" K\\' COS [(«•— 4) l'— ('■— 2) X -4- 4cr'— ar'] 

+ (a35)wQV0%' COS [(,-+a)/'— iX — ao'-^aw — 2t'] 

4- (236)(') i^y f jy r;' COS [(1—2) Z'— (»•— 4) X + aV— a« — ar'] 

-*- (a37)f'' (^)%* COS [i7'— (i— a) X -I- 2» — 4t'] 
-h(a38)")/î) (^)''*COS [(i — i)/'— (j — 3)X + o'+M — 4t'] 
+ {a39)(" /^y»* COS [(i-a) /'- (i-4)X-4- ao'-4T'] 

Les coefficients (i7a)''\ (i73y'',.>M sont donnés par les formules suivantes : 

(i7a)c) = (ax), (,73p = (aa), (174)'" = (23), (i75)(') = (24), (i76)« = (25), 
(i77)(') = (26), en posant A = j et K(') = A('\ 
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(21), {i79)f') = (2a), (i8o)f')==('^3), en posant h = i et K^'> = — E>^ 
(•21), en posant A = / et Kf'> = G^*^ 

:(5i), (i83)f'J = (52), (i84)<') = (53), (iSS)^') = (54), (i86)(') = (55), 
(187)^') = (56), en posant A = i et K^'J = Af'\ 

(5i), •(i89)('î = (52), (190)^'' = (53), en posant h = i et K<') = — E^*^ 
(5i), en posant h=zi et K<*^=:G^'^ 

(83), (193)^') = (84), (194)^'^ = (85), (i95)(0 = (86), (196)^'^ = (87), 
(i97)f') = (88), en posant /i = e et K^'^^A^'^ 

(83), (i99)<'J = (84), (200)^*) = (85), en posant A = z et Kf')= — E'^ 
(83), en posant h = i cl K^')=:G<'^ 

(69), (2o3)('>=:(72), (ao4)<'> = (73), en posant/i = — /'etK^'' = A''\ 

(69), en posant A =: — 1 et K^'^ = — E^^^ 

(118), (207)^'î=:(i'2i), (2o8)(*> = (iî^2), en posant /i = — i et R"^ = A''. 

(118), en posant A = — / et R^'^ = — E^'^ 

(109), (211)^'^ = (i4i), en posant R^'^ = A^*^ 

(i), (2i3)^) = (2), (2i4)^'> = (3), (2i5)(') = (4), (216)^') = (5), (217)^" = (6), 
en posant h = (i — 2) et R^'> =r B^-*^ 

(i), (2i9)<'> = (2), (22o)(') = (3), en posant A = (1— 2) et R^'^ = — 2L^'^ 
(i), en posant h = [i — 2) et R^*J = 2S^'^ 

(5i), (223)^'^ = (52), (224)<'J = (53), en posant A = _(/— 2) et 

R<')==iB('-»^ 
2 

:(5i), en posant A = — (1—2) et R^'^ — — L^'^ 

(5i), (227)^'^ = (52), (228)^'^ = (53), en remplaçant / par — 1*, et posant 

A = (i— 2), R^') = -B(-^>. 

229)^'^ = (5i), en remplaçant / par — /, et posant A = (1' — 2), R^'^ = — L^'^ 

23o)<'^ = (33), en posant A = — (i— 2) et R('^=iB^'-^^ 

23i)^'^ = (69), (232)^'^ = (98), (233)^'^ = (118), (234)^'^ = (i32), en remplaçant 
i par — I, et posant A = — (i — 2), R'" = - B^*""^^ 



I78)f'>: 

i8i)^'J = 
i82)(') = 

l88)<')=: 

i9i)(0 = 

192)^0 = 

i98)('^ = 
201)^'^ = 

202)^'^ = 
2o5)f'J = 

206)^') = 
209 )<'^ = 

210)(') = 
2I2)('> = 

218)^') = 
22l)(*î = 

222)('^ = 



225)^'^ 
226)^') : 



(235)^*^ = (98), en posant A = — (/_ 2) et R''^ = i B^'"* 
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(236)^'^ = (98), en remplaçant i par— 1, et posant A = (ï— 2), K^*^=-B<'-*^ 



(237)(') = (2i), en posant h = — {i—4) et K^'J = gO'-«^ 

(238)^'^ = (5i), (a39)^'^ = (83), en remplaçant i par — /, et posant A = — (1 — 4), 

H. Termes du troisième ordre. Termes des ordres cinq et sept, et de 
même argument que les termes du troisième ordre. 

R. = j (.40)"' (î)V (.40"> (^)V (-4.)« (0 * g) V (.43)"' (î)' 

+ (M4p(î)'(0V(.45)'"(î)'(^)V(.46)"'(î)%'+(.47)«(;)V 
+ (=»48)"' (î)' (J)* V + (a49)'" (î)'«* } COS [«•/'- (I - 3) X - 3 ro] 

. + (^53)") (î)' (î') 4- (.54)"' (î)* (^)' 4- (a55)<0 (î)' (f)' 

^ (^56)") (î)* (^) «« + (a57)<«> (î)* (î') «• -4- (.58)") (î)' (î')' .« 
+ (^59)« (ly (î) r» } COS[(iH- I) /'_{,-_a) >_a'-2a>] • 

.|(.6o)">(l)(J)V(.6O<''(0H^)%(»6.)"'(l)(îy 
+ (^63)") (!)• (0V(.64)") (î)' (^)V(.65)"' (î) (î')' 
+ (-66)") (î) (^)%« + (a67)"> (î)' (^)%.-H(a68)") (î) ({)%' 
+ (369)")(î)(J)\*jcos[(i+a)/'-(i-,)).-W-to] 

+ j(.7o)")(îy+(.70<''(^y(Ï)'+(-7-)'''(ï)V(W'>(^)*(iy 
+ (-74)<"(î)' (J)V (.75)"'(J)V (='76)"'(i)'«' -H (.77)<"(;)' (f) V 
+ (.78)")(^)V+(.79)")(îy„*|c08[(f + 3)/'-a-3r^J 
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- jw>ay(-r) -(»»■)'" ©'(i) -<»»»'"■ a)'{0' 

4-(283p(îy (î')«'jcos[(j-<-i)/'— (i + 4)i — o'-t-4«] 

-f- (288)(" (îV K\* CQS [(i + a) /'— (t -f- 5) X ~ 2 cj'+ 5 w] 
4- (289)<'> (îV /^ y cos[(« + 5) /'_(/+ 2) X — 5 cj' 4- 2 w] 

(,90)0 (î) r.«+ (291)0 (î)%'+ (292)0 (î) (!')%«+ (293)") (î)%« 

+ (294)0 (î)' (^)%'+ (295)(0 (î) (îy „» + (.96)0 (î) «♦ + (297)") (î)\' 
+ (298)o(î)(jy>,'+(299)(o(î)„.jcos[iZ'_(,-3)X-«-2T'] 

(3oo)0 (^) .«+ (3oi)« (î)' (^) .» -H (3o2)<" (îy «« + (3o3)'" (î)' (J)V 
+ (3°4)"' {^y (^)'>'*+ (3o5)0 (îy„«+ (3o6)") (î')„»+ (3o7)o (ly (l') r^ 
+ (3o8)(" fiy «»-(- (3o9)(" (î') »• j cos [(/-f- i) ^'- ('■- 2) X'-c;'- 2 f] 

(3.o)"> (î)' (^) .«+ (3ix)0 (î)' (!') ««-H (3i2)o (î)* (J)\' 
+ (3i3)o/îyfl'\„»jcos[(* — !)/'-(/— 4)^-f-cr'—2« — 2T'] 

(3'4P (î) (îy .« - (3.5)o (î)' (l'y .. ^ (3.6)o (î) (ly .. 

+ (3ï7)"'(|)(^y«*jcos[(i+2)/'-(»-i)X-2T^+«-2T'J 
-f- (3i8)(') (ly w» cos [iV— (, + 3) X -H 5 w — 2 t'] 
+ (3i9)"'(^)*(J)«*cos[(t-i)/'-(i+2)X + c;'-+-4w-2T'] 
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4- (3ao)(') (îy ^î'Vr,' cos[(i— 2) /'- (,--t- i) i + a 0'+ 3 w - 2 r'] 

-f- (32i)(" (îy ^jyr,» ces [{/•- 3) /'- li -I- 3 a' -f- 2 w - 2 t'J 
4-(322)w(î) (îyr,'cos[(»-4)/'-(t-i)i-l-4o'+«-2r'] 

-(- (323)W (0* «• CCS [(1 — 5) /'— (/— 2) X -H 5 o'— 2 t'] 

+ (324)W ^îy (î'y r,' cos[{/- 2) /'- (,- 5) X -f- 2 cr'- 3 w - 2 t'J 

+ (325)«^îy ^^y„«COS[(»-f-3)/'-»/ — 3o'+20) — 2T'] 

(326)« (î) «' + (327)« (î)' «»+ {328)<') (î) (î')%* 
-f- (329)w (^) «• j cos[//'— (1 — 3) X -f- 0) — 4 t'J 

(33o)"' (^) „»-+- (33.)") (î)' (î')«» + (332)« (î')%* 
4-(333p(^U'jcos[{*-i)/'— (1 — 4) X + 1^ — 4 t'J 
-i-(334)<"(jy (J)»* cos[(*4-i)/'-(i — 2)X — CT'-f.2 0) — 4^] 
+ (335)") (t\ UVr,' cos[(t — 2) /'— (1 — 5) X + 2 cj' — « — 4 t']. 

Les coefficients (240)''), (24i)'''v- sont donnés par les formules suivantes : 

(24o)")=(27), (240")=(28), (242)")= (29), (243)")=(3«), (244)'"= (3l), 

(245)") = (3a) , en posant A = 1 et K") = A'". 
(246)") = (27), (247)0=: (28), (248)0 = (29) , en posant h = i et KO=— E<". 
(249)")= (27), en posant A = I et K<') = G'". 
(250)") = (60), (25i)o=(6i), (252)o = (62), (253)0=(63), (254)") = (64) , 

(255)0 = (65) , en posant A = j et K") = A"). 
(256)0 = (60), (257)0 = (61), (258)0 = (62),enposantA = ietKO = — E"). 
(259)0 = (60) , en posant A = j et K") = G") . 

(260)0= (89), (261)0= (90), (262)0= (9,), (263)o = (92), (264)")= (93), 

(265)") = (94) , en posant /* = i et K") = A"). 
(a66)")=(89), (267)") = (9o), (268)") = (91), en posant A = t et K") = — RO. 
I. 37 
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(269)'" =. (89) , en posant h = i et K''' = G<'"J. 

(27o)">=(iia),(a7i)C) = (ii3),(272)C)=(ii4), (273)C' = (iiS), (274)("= (116) . 

(275)'''= (117), en posant A = t et K('') = A'*^ 
(276)'')= (112), (277)("=(ii3),(278)("={ii4),enposantA = jet Kf') = — E"». 
(279)"*= (112), en posant A = i et Kf'> = G''). 

(28o)("= (74), (281)'" = (77), (282)"' = (78), enposant A= — i et K") = A'". 

(283)"' = (74) , en posant /t = — i et K") = — E'". 

(284)'''= (i35), (285)0 = (i38), (286)(')=(i39),enposantA= — ietK(" = A(*'. 

(287)0 = (i35) , en posant h — — i et K'" = — E"). 

(288)">=(iii), (289)" ) = (i5o), en posant K") = AC>. 

(290)0 = (II), (291)0= (12), (292)0=(i3), (a93)0 = (,4), (a94)0=(i5), 

(295)0 = (16) , en posant h = i— 2 et K<') = - W-'K 

(296)''' = (i i) , (297)''' = (i2) , (298)('' = (i3) , en posant h = {i— 2) et K''' = — L"' . 

(299)") = (i 1) , en posant h = (i — 2) et KO = SO. 

(300)0:^(4.), (3oi)o = (42), (3o2)o = (43), (3o3)0 = (44), (3o4)o=(45), 

(3o5)0 = (46) , en posant h = [i— 2) et K") = - B"-". 

(3o6)0=(4i),(3o7)o = (42),(3o8)(" = (43),eaposant/». = (i — 2)ctKO = — L"). 

(309)'"= (4i), en posant A = (» — 2) et Kf') = SO. 

(3io)<'' =: (60), (3ii)''' = (61), (3i2)0=(62), en remplaçant j par — 1, et posant 

/i = (,-— 2), K''> = -B!'-" 

^ ' 2 

(3i3)''' = (60) , en remplaçant i par — /, et posant h = (1 — 2) , K"' = — L'*'. 

(3i4)"' = (89) , (3i5)0 = (90), (3i6)o = (91), en posant /* = — (1 — 2) et K"' = ^ B"-'. 
(3i 7)(') = (89) , en posant A = — (i — 2) et K"' = — U' '. 
(3i8)0:--= (36), en posant h=—(i—i) etKO= ^6'-". 

(3i9)o = (74), (32o)o = (,o3), (32.)0 = (,a3), (322)0 = (.35), (323)o= (,44), 
en reraplaçanl i par — /, et posant h = — (z — 2) , K^'^ = - B^'"*^- 

(324)''^= (io3), en remplaçant /par — /, et posant A = (i — 2), K^'^ = -B^'~*^ 
(325)^'^ =^(123), en posant //== — (/—a) et K^'^ = iR^'-^J. 
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(326)(') = (ii),{327)î') = {i2),(328)^'^ = (i3),enposant/i== — (/— 4)eiK^^^ = |e-^ 

(329)(')= (11), enposant/i = — (1 — 4)et R^') = — T^'^ 

(33o)f'»=(4i), (33i)('J=(42), (332)^')= (43), en remplaçant / par — /, et posant 

(333)^' ' = (4i), enremplaçantz par — /, et posant ft = (£ — 4), K^'^ =z — T^'K 

(334)^' ^ = (60) , en posant h = — (i— 4) et K^') = ^ O'^'^K 

3 

(335)^'^ = (89) , en remplaçant i par — /, et posant /i = (i — 4) ^ K^'^ = C^'"*^ 

12. Termes du quatrième ordre. Termes du sixième ordre et de même 
argument que les termes du quatrième ordre. 

R. =:{ (336)<')(î)V (337)<" (0 V (338)<.) (î)* (î')' 
+ (339)0 (^îy w' j cos[.7'- (1 - 4)i - 4«] 

(34op(î)^(î>(340-(î)'(J)^(34.)-(î)^ 
-H(343)"'(î)'(f)>,'jcos[(i + i)/'-(/-3)A-cy'-3«], 

(344)-(î)'(îy^(345)o>(î)*(iy^(346)<o(î)'(îy 

+ (347)"^(^)' (J)%'jcOS[(.-t-a)/'-(.-a)X_,^'-aa,J 

^|(348).@(ï)V(349)-(î)'(-r)V(35o,>(i)(î')' 
-i-(35i)c)(î) ^îy„«jcos[(»H-3)/'-(.--i)X-3cT'-«] 

+ i (35a)'0 (ly-H (353)<o (î)* (ly + (354)<" (0' 
4- (355)"> (îy >j' j cos[(i -f- 4)/'- '^ — 4cj'] 

+ (356)"J (îV (î'j cos[(i -t- 1)/'— (j+ 5)X — cr'-h 5«] 

37. 
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+ (357)'" {"A (^y COS[(« + 5)/'— (»•+ i)A — 5nr'-f- »] 

-f- j (358)") (!)%•+ (359)'" (î)%'4- (36o)C) Q' (î'y«« 
+ (36i)") f^Vn» j cos[«7'— (i — 4)X - au — ar'] 

|(36.)<o(î)g)..^(363p(î)'(^)„»^(364V>(î)g)%. 
+ (365)C)(î)(J)„»jcos[(/+.)/'-(*-3)X-a'-«_,.T'-J 

I (366)") (î')%'4- (367)") (î)' (î') V-H (368)"' (^)V,« 
-h (369)") (î'y w' jcos[(i + 2)/'— (t — 2)X - au'— 2t'] 
-*-<^7o)"^(^)'(i) '''C0S[(i-i)/'-(*-5)X + cj'-3a)-aT'] 
+ (37i)'"^(0(^y»*COS[(f-+-3)/'-(/-i)X-3cj'-^w-2T'] 
4- j (372')")«'4- (373)") (^)'«*-i- (374)") (^y «*+ (375)")n« jcos[//'-(/-4)>.-4?'] 

+ (376)"'g)(^)r,'COS[(» + ,)Z'-(,_3)X-c,'4-a,-4r'] 
+ (377)"'(^)(^)vcos[(t-i)/'-(,-5)X + c7'-«_4T']. 

I^s coefficients (336)"), (337)"), • • • sont donnés par les formules suivantes ; 

(336)"!= (33), (337)")= (34), (338)")= (35), en posant A = ielK"'= A"). 

(339)")= (33), en posant /t = i et K")= —E"). 

(340)'' = (69), (341)")= (70), (342)")= (71), en posant h = tetK")= A"). * 

(343)"' = (69) , en posant A = 1 et K"' = — E"). 

(344)"'= (y8), (345)")= (99), (346)")= (ioo), en posant/» = let K") = A"). 

(347)" i = (98), en posant A = t et K") = — E"). 

(348)" = (118), (349)")= (119), (35o)")=(i2o),enposantA = ietK")=A"'. 
{35i)i"= (ii8), en posant h = j et k.")= — E"). 
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(35a)("= (i32), (353)'"= (i33), (354)"'= (i34), enpo8aniK(') = A<". 
(355)C)= (i3a),en posant KC)= — E('>. 

^(356)f"= (80), (357)("= (148), en posant KC '= A<". 

(358)<"= (a.), (359)(')= (aa), {36o)("= (a3), en posant h = (j — a) et K<')= -W'-'K 
(36i)(')= (ai), en posant h={i— a) etK<''= — U''. 

(36à)(" = (5i), (363)C)= (5a), (364)"')= (53), en posant h = (i— 2) et K<" = ^B<'-». 
(365)<'>= (5i), en posant h = ({— a)etK"'= — L"). 



(366)""'= (83), (367)"'= (84), (368)">= (85), en posant h = {i— a) etK")= ^B"-' 

(369)">= (83), en posant h = (i— a) et K<'')= — L^. 

(370)''' = (69), en remplaçant i par — i et posant h = {i — a) , K"' = - B"-''. 

(371) ("=(118), en posant A = — (j — a) et Kf''=iB"-). 

(372)(')=(i), (373)0= (2), (374)"'= (3), en posant A = (j — 4) et K<') = |c"-'>. 
(375)"'= (1), en posant K(')= — aT"'. 

(376)")= (5i), en posant A = — (t — 4) et K") = |c"-'>. 

3 

(377)'''= (5i),en remplaçant i par — j et posant A= (» — 4)»K<''=gC"'~*'' 



13. Termes du cinquième ordre. Termes du septième ordre et de même 
argument que les termes du cinquième ordre. 

R.={(378)") (î)'4-(379)"> (^)V(38o)<o (^fj (Q* 
+ (38i)"' f^Vw* jcos[i7'— (i— 5) X — 5©] 

+ (385)")(îy (^) »* jcos[(i 4- !)/'-(/- 4) >-o'-4«] 

t- (389)"' (^)' (0V }cos[(x H- a) /'- {i- 3) > - 20'- 3»] 
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(W-(î)'g)V(39.)»(^)'(;')%(3,...-(î)'e)- 



+ (397)"' {l) {^')V j cos[(/+4)^'-(/-0^-4n'-H 

4- I (398)<-) (0 V (399)'" (^-)* (^') V (4oo)") (^)' 
+ (4oi)('» (î'y>?'jcos[(i4-5)/'— /X — 5cj'] 

+ (4o2p (îV (0cos[(t+ i)/'— (/-t-6)X — o'+6o)] 
-f-(4o3)"> (î) (^ycos[(iH-6)Z'— (*-f-i)X-6i3'-f-M] 

+ j(4o4)"' ('-)V + (4o5)") (iy„'-H(4o6)C) (î)' (J)V 
-t- (4o7)C) (îVr,* j cos[//'- (i— 5) X — 3« — 3t'] 

4- j {4o8)<0 (1)' (^)«' -H (4o9)<'> (î)* (^)«' + (4xo)<0 (î)' (î') V 

+ (4ll)<" (^)' (Ç\ «* I COS[(* -J- l) /'- (/— 4) X - C7'— 20) - 9.t'] 

- 1 (4-)"' (s) (;)'"• - <4.3)« (î)- ( J)%- ^ (4.4)» (î) (ï) V 

-f-(4i5p (î) /^y„»jcos[(«H-2)/'— (z-3)X — 2ci'-o)-2r'] 

+ ) (4i6)<'' (QV + (4x7)'" Q' (^)V + (4i8)« (î']V 
+ (4»9)"'(J)Vjcos[(i + 3)/'-(* — a)X — 3o'-2t'] 

+ (42o)C) ^ly /^\„«cos[(i— i)/'— (t — 6)X-»-cr' — 4» — ît'] 
+ (4ai)(" (A (î'y>j'C0s[(i-(-4)''-('-i)i-4a'+a)-2T'] 
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+ I (4a.)"' (î)«* + (4.3)0 (î)V + (4a4)o (î) (î')V 

+ (4a5)« (î\r,«jcOS[//'— (i-5)A-» — 4t'] 

+ j(4a6)") (^)„» + (4.7)") (^)* (î')«* + (4.8)W (J)V 
-H(429)'"(^)r,'jcOS[(i-Hi)/'-(»-4)X-ci'-4t'] 

+ (43o)o /îV /î'\„»cos[(«-i)/'— (/ — 6)i-HcT'— î« — 4t'] 
+ (43i)(" 1^) ^îy„»cos[(i-h2)/'-(«-3)X-2cr'+w-4T'] 
+ (432)0 ( ty» cos [{il' - {i — 5)1 -h u>-6r'] 
-H (433)<" f ^') «» cos[(.-— i) l'— (i— 6) X + n'- 6t']. 



IjCS coefficients (378)''', (-379)''', . . . sont donnés par les formules suivantes : 

= (36), (379)W = (37), (38o)") = (38), en posant h = iet K« = A"). 

= (36), en posant h = i et K''' = — FJ'K 

= (74), (383)« = (75), (384)"> = (76), en posant A = let K"* = A"'. 

= (74), en posant h = i et K« = — E"'. 

= (io3), (387)« = (104), (388)") = (io5), en posant A = 1 et K") = A"'. 

= (io3), en posant A = 1 et K"' = — E">. 

= (ia3), (391)"' = (ia4), (39a)(') = (126), en posant A = 1 et K"' = A"'. 

= (i23), en posant h = i et K") = — E"'. 

= (i35), (395)"' = (i36), (396)"' = (137), en posant A = i et K") = A"'. 

= (i35), en posant A = 1 et K"' = — E"'. 

= (144), (399)"' = (i45), (400)"' = (i46), en posant K"' = A"). 

= (144), en posant K"' = — E"'. 

= (82), (4o3)") = (i53), en posant K« ±= A"). 



(378)" 
(38i)" 
(382)" 
(385)" 
(386)" 
(389)" 

(390)" 
(393)" 
(394)" 

(397)" 
(398)" 

(4oi)"i 
(402)" 



(4o4)" 
(407)" 
(408)" 

(4»)" 



= (27), (4o5)"' = (28), (406)"' = (29), en posant A = (i — 2) etK"' = ^ B"-'>. 

= (27), en posant A = (j — 2) et K"> = — L"'. 

= (60), (4o9)"> = (61); (4io)"' = (62), en posant A = (i— 2) etK"' = ^ B"-'). 

= (60), en posant A = (i — 2) et K"' = — L"'. 



vf 
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(4")" 
(4i5)" 
(4«6)(' 

(419)" 
(4ao)c 
(421)" 

(4a2)<' 
(425)" 

(4a9)c 

(43o)<' 
(43i)" 
(432)" 
(433)(' 



= (89), (4i3)(" = (90), (4i4)<" = (91)» en posant A = (i- a) etR") = i W'-'K 
— (89), en posant h= (i— 2) et K<'' = — L'". 

= (112), (4i7)f'> = (ii3),(4i8)f'' = (ii4),en posant A = (1 — 2) et K<')=iB(-«'. 
= (112), en posant /(== (i — 2) et K'"' = — L'*'. 

= (74)5 en remplaçant 2 par — 1, et posant A=(/ — 2), K''' = -B''~*'. 
= (i35), en posant A = — (1 — 2) et K''> = - BC"". 

= (11), (423)")= (12), (424)W = {i3),en posant A = (1 — 4) et K'" == gC<'-»'. 
= (11), en posant h = (/— 4) et K'*' = — T"'. 
= (40, (427)'" = (42), (428)« = (43), en po 
= (4i), en posant h=(i— 4) et K''' = — T'*'. 



= (40, (427)'" = (42), (428)« = (43), en posant A = (1-4) et RC =|c(-". 



3 
= (60), en remplaçant 1 par — /, et posant A = (t — 4) , K.*'* = 5 ^''~* ' 

= (89), en posant A = — (/— 4) et K'') = g C'-". 

= (iO,enposantA = — (j — 6)etK(')=-^D"-'). 

5 
= (4i), en remplaçant ipar — /, et posant A = (/ — 6) , K<'' = -^ D''~''. 

14. Termes du sixième ordre. 

R,= (434)">(^ycos[j7'— (/— 6)X — 6«] 

-f-(435)C)(î)'(^)cos[(. + 0''-('-5)?— «''-S»] 
-f- (436)"' (îV (^ycos[(t+2);'— («■ — 4)X — 2bt' — 4w] 
^(437)"'(^)'(7)'cos[(/4-3)/'-(t-3)A-3n.'-3a,J 
+ (438)"' (î)* ^fiycos[(*-+-4)''-('-2)X-4rT'-2«] 
+ (439)"' [l] (^)'cos[(*-h5)/'-(*-0X-5c.'-«] 
4- (440)"' (jX cos[(t + 6) l'—a — 6u'] 
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+ (441)''^ ({Y *)* cos[i7'— (1 — 6) X — 4w — 2t'] 

■+- (442)<'» Q' (^) w' COS[(j 4- i) /'- (»•- 5) X— ct' — 3w - 2r'] 

-)- (443)f'' (^y {jY V* ces [(i -J- 2) /'— (j — 4) X — 2nr'— 9.W — 2t'J 

-J-(444)"^ (0 ^^y r,'cos[(i4-3)/'— (J-3)X — 3cy'— «— 2t'] 

+ (445)<'> (^y y)' CCS [(/+ 4) /'-(' — »)> — 4cr'- ar'] 

+ (446)"' QV cos[*7'— (i — 6)X — 2«-4t'] 

+ (447)"'(5)(7)«*COS[{/ + .)Z'-(«-5)X-n'-«-4r'] 

H- (448)(" (-^y»* COS[{/+ 2) /'- (/,- 4) ^ - ^n;'- 4r'J 
4- (449)"' *)'co.s[i7'— {i— 6) X — 6r'J. 
Les coefficients (434)''', (435)''', . . . sont donnés par les formules suivantes : ' 

(434)"'=(39), (435)'" = (79),- (436)") = (.08), (437)"'= (128), (438)"' = (i4o), 
(439)"' =(147), (44o)"'=(i5i), en posant ^ = j etK"' = A"'. 

(44«)"' = (33), (442)"'= (69), (443)"' = (98), (444)'"= ("8), (445)'"= (i32), 

en posant h = (i— 2) et K"' = - B""*'. 

(446)"' = (2i), (447)"' = (5i), (448)"'= (83), en posant /.= (1 — 4) etK") = |C"-". 
(449)"' = (i), en posant K" ' = I D"-". 

15. Termes du septième ordre. 

R, = (45o)"' (^y cos[»7'- (/_ 7) X — 7«] 

+ (45.)")(îy?|\cosf(*-t-i)/'-(i-6)X-o'-6«] 
+ (452)"' (îy (jY cos[(.--H 2) /'- ('■- 5) X — 2ct'— 5«] 
(453)"'(îy(|ycosr(t + 3)/'-(e-4)X-3t3'-4o)] 
(454)"'(îy(-^ycos[(i + 4)/'-('-3)À-4cT'-3«] 

(455)"' (îy (i!y cos[(* H- 5) l'—(i— 2) X — 5cj'— 2w] 

38 



■+- 
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+ (456)(''(î)(^ycos[(i + 6)/'-(«-,)X-6n'-«] 

+ (457P(^)'cos[(»+7)/'-.-X-7o'] 

+ (458)C) (rîV v* cos[i7'— (»•— 7) i — 50) — 2t'] 

+ (459)"'(^)*(7)«*cos[(i-f-i)/'-(i-6)X_cT'-4co-2r'J 

+ (46o)('> (îV (-^y r,' ces [(»-f- 2) /'_ (i_ 5) X — ao' — 3w — ar'J 

+ (46i)(" (îV (jY Yi* cos[(/+ 3) l'— (i — 4) X — 3ct'— 2W— 2t'] 

-H (462)0 (î\ ^|y„»cos[(i + 4)^'— ('■— 3)X — 4t5'-«^2T'J 

+ (463)("' (^y y,* CCS [{i-h 5)1'— (i— 2) X — 5nj'— 2t'] 

-f-(464)<"(^)'«*COS[/7'-(« — 7)X — 3m — 4t'] • 

-H (465)(') (îy (.^^ >,» cos[(t +1) /'— (i- 6) X — cr'— 2« - 4t'] 

4- (466)0 (i\ fÇ\* „* cos[(i + 2) /'— {i— 5) X — 20' — 0) — 4t'] 

-H (467)0 /f^y „» cos[(»-)- 3)/'- (/- 4) > - 3nj'- 4t'] 

+ (468)f" (î) r,' cos [(»•/'- (i — 7) X - « — 6t'J 

+ (469)0^^) „«COS[(i + i)/'-(z — 6)X — cr' — 6t']. 

Les coefficients (45o)''', (45 1)'*', . . . sont donnés par les formules suivantes : 

(45o)o = (4o), (45i)c)=(8i), (452)") = (iio), (453)o = (i3o), (454)"'= (142), 

(455)0 = (i49), (456)('' = (i52) et (457)0 = (i54), en posant h = i 

et. K(') = A('). 

(458)o = (36), (459)<'^ = {74), (46o)o = (,o3), (461)0=: (.23), (462)0 = (.35), 
(463)0 = (i44) , en posant h = {i— 2) et RO =iB'-". 

(464)"' = (27), (465)"'= (60), (466)"> = (89), (467)"' = (112), en posant /i = (i — 4) 
elK") = 5C"-»). 

O 

(468)'^^ (il), (469)0= (4i), en posant h = (i—6) et Ki')= ^'^''~"- 
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Expressions algébriques des fonctions (1), (a), (3),. ., (i54). 

16. L'usage de ces fonctions a été exposé dans l'article 7. On a expliqué, en 
outre, comment leur calcul sera considérablement abrégé au moyen des Tables 
données dans l'Addition II. 

(2)=— 2A»K('>-l-K[''^-t-Kf'• 
(4) =i{— 9A«4-i66')K(') — A«K['' — 2A'Kl'' + 3K;" + 3Kf'. 

(5) = 8*' h* K(" + (2 — 4«' — 4/»') Kj'V (i4_ 4i«— 4/»») K<*)+ 24K<''+ 12K;''. 

(6) = i{- 171' + 161*) KO -f- (3 - 3»») Ki'-' + (9 - 2,') K[.'' 4- 9 Kl" + 3Kf'- 



• ,-î K- ('•) 

-(■•) 



+ -L (_„,•. 4. ,6,-») K';'— 2/' K<" — 4i' ^T -+- »o K<;' + 10 k; 

(8) =1 (9'*-i6'') K") -+- i (-.7''-<- 32.*) Kî'' + ^ (- 89/'-^ 48/») K^" 
+ (36 — 541') K<*' -t- (i56 - 36/«) Kf' + 210 K'" + 90 K<''. 

(9)=i(i7/*-i6/-«)K<')4-'(24_89*'4-64i*)K!'' + ^(3i2-3o5i'4-48/*)K'; 
+ (288 — 90J ') K^" 4- (456 — 36*») Kj'''-|- 33o Rw -H 90 K^'^ 






(io)=-j^(— 9ii*+73t*— i6j»)K"i + -^(i2o — i39t*+32/*)K' 

4- -j^ (600 — 227j' 4- i6i») Kl" 4- ( too — 14'') ^T -H (100 — 4'') K| 
4-5oKl'^4-ioK<". 

(ii)= — aAKO — Kî'^ 



( 12) = (A — 5/*'-^ 4A») KO + 1(3 — 7^4- 4/»') K.;''-l- (— 2 — 2A) K^" — 3K<' 



3H. 
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(i3) = 8iViK(" + (— a + 4,-«_4A)K|*''-f- (-8 — 4A) K<'>-6Kf'. 

( ,4) = " (_ 5A _ 6A' — i3A» + 4oA* — 16A») Rc + JL (_ 5 + 18A — 37A'-[- 40/»'— 16/;') K'' 
+ i (2 — 4A — 6h* -H 8A') K<'> -1- (3 — 7/t -+- 4A») Kf' + (_ 8 - 4 A) K<" — 10 K''-- 

(i5) = (— 4/'A + aoi'A'— i6/V»»)K<') 

+ I 3 — 6i*— (5 — 14»') A — (6 4- 8i*) /»'+ 8A* | K|'' 

+ |8/'— (38 — 8j')/»H-6A'+8/t» JRf + ( — 63 -H lai'— 57A+ iaA')K<" 

_,_(_iao — a4A)Kf' — 6oK^''- 



( 16) = ^ ( »7''— i6j*) h K(" + ' j _ 24 + 4ij' — i6i*— (48 — 48j') h \ K| 
_H j _ 48 4- aoi* — (36 — 8t') A | K^" -h (— 108 + lat'— 36A) K^'^ 
-,_(_c>6-iaA)Kf' — 3oKÎ". 

(17) = -^ (—1071 — 4211»+ 247 i«+ 4371*4- 201»— 24oi«4- 641') K<'' 
"^ 7^4 (7 - »75' + 277««-,»- 281»- i44''-i- 64'') Kf^ 
-^ii(—^ — 9^ — ^^''-i-'' + 4oi' — i6i')K['^ 

4- g (— 5 4- i6i- 35i-'4- 4oj'— i6j*) K^'^ 4- (a — 5i — /'4- 4'') K*'^ 
+ ^(x5 - 35* 4- aot») K<'' 4- (- 3o - loi) Kf' — 35 Kj'^ 



(■■)• 



(i8) = ^(iot'4-i2j»4-26t'— 8ot«4-32i')K(') 

+ g (— 5 4- Si— 39J«— aat» 4- i38i* — iiat» 4- Sa*') Kf' 
4-^(24- 7* — 124*' + i3i t' 4- 3ai* T- 48*') K'/' 



+ 2 (91 — X98» — 37'*-H 192*» — 48»») Kf 4- (— 56 — 320* 4- i36*«4- 48*') K|'' 
4- (—640 — 340*4- i2o*»)K[''4- (— 960— 120*) K^'' — 4iioK;''. 
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(,9) = ' (_ 17,» -H 85/*— 521»— 8o»« + 64«') K") 

4. ' (^a — i20t— 2671' + 43i«'4- 124/* — 3o4«' + 64/') Kj" 

_,_i(24 _4-»ot-f- 33t' + 357«' — 56z* — 48»»)K<;' 

-f- i (— 1872 — 2880* -H 1 179»' + 792»»— 144**) Kf 

_,_ (_2oi6 — io5oi4-426t'+72/')Kf'4- (— 3255 — 7o5t-*- 180/') K[" 

_^. (_ 2340 — 180») K['^ — 63o Kf- 

(20) = i(l82/'— i46»'-f-32»')K(" 

-t- ■j^(— 360 — 720» 4- 599*' + 834»»— 242»* — 1921'+ 32J«)K|" 
+ ^ {— 720 — 600/-+- 366/'+ 227»» — 48z* — i6i») K|'' 



-+--(— 1800 — 800/ -f- 395»» ■+■ 1 12*»- i6j*) K; 



_l_ (_ i6oo — 4001 -+- 144/' H- 16/') K<"+ (— i5oo —.2001 + 401') K|" 
H_(_72o-4oOKf'-i4oKf'. 

( 2 1 ) = i ( — 5 A + 4 A' ) K" ) + ( — I + 2 A } K|'' + K ^,'^ 

(22) = i(iiA — 32A' + 3oA» — 8/t»)K('> + ^(8 — 23A+ 24A' — 8A»)K;'^ 
+ (-4 + 3A) K['' + 4'iK,<" + 4 K<". 

(23) = (lot» h — 8/' A') K") + j — 2 + 4»' — (H- 8j') h ■+- 4A' } Kf> 
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+ 1 (76 4- 81 i— 84j') Ri''^ 4- (12 - 42/) Kl'^— 21 Rf. 
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( 1 1 1 ) = — (4388 1 -+- 16593 i'+ a3o88 i*-hi55y5 »*-+- 5444 »«-f- 944 J'+ 64 1")^" ' 

H- -i- (— 625o — 2i36ii — 3i634i*— 24855t»— io6aoi*— 2a88i' — i92i«) K;" 
-I- ^ (2000 + 2897 1 -f- 1600 i*-f- 495 i*-h 120 1* -4- 16 i') K|'' 
-I- g ( 35 + 3701-1- 379P -+- i36t» + 16/*) K|" -(- (— 5o — 70J — 29»' — 4i') K<'' 
-H i ( 76 4- 211 - 4 /*) K'" -4- ( 12 -m8 i) K<'' - ai Kf '. 

( , ,2) = g (27 -^ 65 1 H- 421 '-h 8/') K"^ -I- i (17 -hiyi-h 4n K|*' -i-(5 4-2/) K<" 4- K<". 

{u3) = 5 (— 54 — i3o i— 84i* — 16»') /t' K"' 

+ ' 1^8 -(- 1161 • + 54i»4- 8i»-f- (— 102 — 102 i— 24»') A« j R|" 

-I- i I 321 -i-3o5/-(-9o«' + 8i»H- { — 60 — 24/) h* } K['> 

-+- ( i53 -f- 87 ,-1- 12 /'— 4/«*) Kf' + (92 -f- 24 i) K<*> -h 20 K|". 

» 

(ii4) = -^(— 243 — 858/— 1317/' — 926/'— 288/* — 32J»)K(" 
24 

-h ^ (93 — 4j6t — 741/'— 344»'— 48»') K['' -h g(3o9 -h i63/ — 61» — 8/')K|'^ 
+ i ( 123 4- 5i /•-)- 4 '■') K'^ -f- (29 -t- 6i) Rf' + 5 Kf . 

(ii5) = A (— 243 /»— 585 t»-f- 54 1*-»- 968»» + 672 t'-f- 128 i') K(" 
+ ' (_ io83 i' — 1387 «'4-276 /*4- 752 1'4- 192/') R|'' 
-l_-L(_2o55i« — 1990/' — 384**4- 32i')K[" 
4- j(iio4 4-ioi6t — 7771* — 616/'— 8ot*)R|'' 
4-(io7i4-689i — 38*»-4ot») Rf>{4- i5i5 4-6i5/+ 20/') R['' 
4- (930 4- 180 /) Ry' 4- 210 Rf'- 
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(i i6) = g (243/* + 858*» + 1317/* + 926/' -I- 288/' + Sa*-') K'" 

4. ^ (_ 75 — 637 '■— > '22 »•' — 219/» -f- 573/* -f- 3281» 4- 48'«) K|'' 

+ JL (3837 — 566* — 6825/» — 37021' — 432/* + 32/») K['' 

-f- j (6753 -h 2764» — i>i *' — 848»' — 80**) K|' 

+ (3i66 + 1262/— 64*' — 40*') Kf -I- (283o -+- Sioi-h 20/') K['^- 

-h (i23o-i- i8o/)K^''-f- 210 K;"- 



(117) = ^ (2i87 + 9549*-f-i57ii/'+ao4ii*»+i743o/*-+-7768i"4- i632t*H-i28i') K" 
• -i-±(3aoi -t-6291 — 25i7/'-h635/'-t- i78oi» + 624*' + 64*')K|'' 

+ -^ (26433 + i854i— 14925* » — 5890*' — 480** -h 32*») K|" 

4- g (4491 ■+- 1236* — 583/' — 2i6*» — i6t*) K<'^ 

4- ^ (1389 + 4o3 * — 18 *•• — 8* ') R"> 

+ i (909 -+• 201 *■+ 4'"*) K|'^ + (i53 -H 18/) K,"^ 4- 21 Kf . 

(118) = i(— 27 — 65* — 42*' — 8*')AK<" 
4- ^{ — 39 — 58* — 27»* — 4'» -I- (— 5i — 5i *•— 12*') /*} K<'' 
4- { — 27 — 21 * — 4*« 4- (— 10 — 4*) h] K|'^ 4- (_ 18 — 6* — 2 /;) K^'' — 4 Kf. 

(1 19) = g (27, — 70*» — 175»» 4- 58** ■+- 128*' 4- 32*") Rf" 
-h g (117 — 48* — 373*' 4- 16*» + 224** + 64'') K,"' 



(-■) 



T 



+ ^(—75 — 1024* — 709*'4-8o*'H-8o/')K<"4-(— 228 — 372*- ii6*') K;' 
-f- (_ 396 — 296* — 40*') K<'V {— 260 — 8(m) R|" — 60 R^''. 
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(120) = — (a43t-(- 858»' -f- i3i7t' H-9a6t*. + a88t' + Sa»') KW 

+ ± (75 + 544' -H 1445 J* -H- 1376'» + 5iai» -h 64»') K;" 

4. _L (_i3a9— 14721 -+-I i3i»-l-4ooi»+ Soi*) K['V {— 339 — »»» ' — 54»') K^" 

+ {—362— i84»-— 2o/')K<"+ (— 170 — 4o/)K[''-3oKf^ 



(12,) = ' (_ ay t_ 200/'— 475»» — 478J* — ao8i» — 32»«) K") 

+ g(ii7-h396t-l-337/' — 38»» — ia8»* — 3a»") K|'^ 

+ ^ (_ 75 -h 686 »■ -I- 865 «•» -f- 27a »•» + 16 »•*) R^'^ 

+ (_ 228 — 14» -t- 76»* 4- 16»») Rf 'H- (— 396 — 100» H- 8»» K.^'' 

^_ (_ 260 — 40 » ) K['^ — 60 R<'' . 



(laa) = — (— 243»— 858»' — i3i7»» — 926»*— 288»'— 32»')KW 
^ _,_J_(75 + 73oi-4-6i3»' — 106»»— 176»* — 32t«)K|'' 
+ — (— i3a9 -f. loooi + 1417 »■' + 352»» + i6t*) R^" 
4- (— 339 — 35» + 48»' + 8t») R<'' + ( — 362 — 68» -H 4«') Rf 
+ (_ 170 — 20») Rf > — 3o R^'^ . 

(123) = -jL |(_ i35 — 3a5»— aïo»' — 4o»') h ■+- {io8 -+- 260» + 168»» + 32»») A' jR"> 
+ — |— 156 — 232 »•— io8»' — i6t» -f- {57 + 209»-+- i56»' -f- 3ai») A 

+ (204 -h 204 »• + 48 »•') A' I R|''^ 
+ g { — 3 -H 53» -H 42»' ■+- 8»»+ (249 H- 222» -h 48»') h ■+■ (60 -H 24») A'j R* 
4- i { 81 4- 63» + 12»' -f- (67 + a4») h-h4h*] R^'V (38 +12»+ 8A) R|'V 10 R;"- 
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(124) = ^(297»— i49i* — 8o8»»-f-478.«*-+-484'' — 96'' — 64'')K.('' 
-l_ ' (624 — 3o5 i— 1435 i* -1- loi 2 i* + 022 i'-~ 288 1' — i6o t" ) Kj" 

le) 

+ ^ (_ ao4 — io35 » H- 391 i* + 730 j» — 8oi* — 96»') K|'' 

+ g (— 1116 H- 5471 -h 2071 »•' -f- 4801' — 801*) K|'' 

-1- i (398 + 2096» H- io8oi* -f- 8ot') KJ'V (65o -4- 68oj -h 120/') K|'' 
+ ( 540 -H 200 1 ) Kj" H- i4o K,''^. 

(i25) = ^(i2i5» + 33i8/*-l-3i53»' — 638t* — 2264t' — 992*« — i28/')Kc' 
+ JL (3oo 4- i483i+ 14721» — 365i /' — 5652/* — 2416/' — 32oi') K[*' 
-f- ^ (— 1479 + 7ï6t-h 493»' — 25901' — 1760e» — 288e') K[" 
-f- g (1329 + 443oi H- 2237 i* + 4oi' — 8ot*) Kf ' 
-f- ^ (1718 H- 2061 1-1- 6101* + 4ot») K,'"' 
+ '- (2i5o -1- 1345/-I- 1801») K<''+ (555 + i5ot) K|'V io5K|''- 

(126) = ^ (— 297'— 1579.» — 3352 j» — 35981* — 2o36t» — 5761' — 64»') K"' 

+ ^ (624 + 2161 j -t- 27791' -H 1420 j' -f- 861*— 144/' — 32t'') K['' 

-4- g (— 204 4- 2751-+- 1161 »•' + 966*» + 3o4t» + 32»") K^" 

4- g {— 1116 — 21551 — 759»» 4- 961» + 48e*) Kf 

-•- \ {398 — loao j — 528»' — 48 1») Kf 4- (65o — 20 » — 401') R|'' 
-f-(54o + 4ot)K<«4-i4ok|". 

41. 
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jij,^) = JL (_ ,2i5, _ 52621' — 10017/» — 9898'' — 5144'" — i3i2/' — 1281') K<" 
-,_ ' (3oo -h 36i3iH- 7504/» 4- 54o3 i* -+- io6Si' — 208/" — 64i') K;'* 
+ ' (_ 1479 _ 3736/+ i865i' + 3410/' H- 1088/* -f- 96/") K['' 
+ g (1329-3958/- 1799/' + 24t» + 48/*) K<'' 
+ 1(1718-545/- 338/'— 24/») K|" 

i (2i5o + 35/ — 601') K|''+ (555 -f- 3o/) K^''-i- io5 K'"- 



2 



(,28) = jq(— 35i /— 440/» + 321 /' + 266/* — 48/' — 32/') Rw 
4-g(— 117 — 44' + 3i9/* + i34/' — 8o/*^3;i/»)R;'' 



4- g (75 -H 45o/+ 79/'— 2401'— 80/*) R<" + l(i32 — 5o/— 240/' — 80/') R;'' 
-l_ (_ 28 — 100/ — 40/*) R."V (— 60 — 40/) R|''— 20 R|''. 

(129) = JL (35i /+ i25o/» -h 1629/» + 994/* -I- 288/' -I-32/») R'" 

^-^(_,,7_3o4/— 283/' — 112/' — i6/*)R;" 

4-g(75 — 112/— 235/' — 112/' — 16/*) R['' + l (132 + 192/4- 48/') R^" 
4- (— 28 + 32/4- 8/') R.'"— 60 R|"— 20 R'"- 

(i3o) = jL(— 5562/— 5749/' 4- 6503/» 4- 2870/* — 1736/' — 288/' 4- 128/') R*" 
4--^ (—49924- 478/4- 147*43/' 4- 108 1 /» — 538o/* — 24o/»4- 448'')K,"' 



.44' 
4- 4 (816 -+- 2728/— 1159/' — 1910/' 4- 160/' 4- 224/») R<" 

4- ^ (ii52 — 2708/— 2695/' + 84o/' 4- 56o/*) Kl'' 

-h g (— 529 — 545/4- 5io/' 4- 280/») Rf' 

4-^ (— 55 4- 235/4- i4o/') R[''4- (75 4- 70/) Ri" 4- 35 R'/'. 
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(i3i) = -j^ (556a» -+- aio3i»* + 30287/»-+- 21766/*+ 8344 1" -h i632i«+ 128»') K<' = 
+ 777 (—4992— 15326»— 18997/'— i22i5z»— 4340/* — 8i6/' — 64»')K<;' 
+ -^ (816 + 3 1 2 / — 939 1» — 894 /» — 288 «■* — 32 1' ) K|" 
+ -!7(ii52-«-3o44/ + 2io9J»-4-552/»-»-48/*) Kf 
-h g (— 529 — 285 / -f- 54/» -h 24/») Kf -I- i (_ 55 — 145 /— 20/') K<" 
+ (75 — io/)Ki':^ + 35Kf>. 

(i32)= ^(256 + 646/+499/'+i52t'-j- i6i») K'" 
24 

H- g ( 142 + 1737+ 66/» + 8/') K|'^ + ^ (38 + 25i-+- 4/') K.;*' 
+ (7 + 2/)Rf' + K."'. 

(i33) = g (— 256/' — 646/' — 499»*— i52/»— i6/«) K"> 

_j_ ± (824+ i338/— 373/'— 1200/'— 5i2/* — 64/») K|''^ 

+ ^ (3896 -I- 4314/+ 787/'— 320/'— 8o/») K['^ -h (568 -1-4"' + 74'*) Kf 

+ (472 ■+- 214/+ 20/') Kf' H- (190 -h 40/) K|" + 3o Kf'. 

(i34) = ^ (— 1024 — 3466/ — 4947/' — 353o/'— 1295/*— 232/'— i6/«)KW 
-l_ ^ (_ ,048 — 5358/ — 6985/' — 36oo/* — 800/* — 64/') Kj'' 
+ -L (,448 H- 746/— 157/' — 128/»— 16/») K^'^ -I- (204 -î- io8/-»- i4'')K^'^ 
4- ( i4o + 5o/ -f- 4'') Kf + (46 -h 8/) Kf' -t- 6K^'^ 

(i35) = — (— 256 — 646/ — 499/'— i52/» — i6j*)AK<') 

4-JL|_824— 1338/— 763/'— 184/»— 16/*-|-(— ii36— 1384/— 528/»— 64/');i|K';' 
-(-^{ — 256 — 248/— 78/'- 8/'-H(— ii4 — 75/— i2/')A|K,''> 
+ i{_,56_8^/— i2/'-(-(— 28 — 8/)A|Rf 
+ (— 32 — 8/— 2A)Kj"— 5K|". 
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(i36) = 4 (a56t — 634»*— 1707»'+ a4ii* -h iî5a«» + SaSi'-h 641') RC 

H-4(2472 — 6i8i — 80771*— i285i»4-477at*-h24i6/»-+-32oi«)Kf 

-h-j^(— 3i2 — 6o46/— 535w*— i65i»-h76oi*-+-i44*')Kl*^ 

4-g(— 5856— ii252i — 4997i« — 36oi*-t-8o/*)K|'^ 

4- (— 1592— 1573/ — 395 1«— 20i») Kf^ 4- - (— 2925 — i585i — i8o/«)K['^ 

-I- (_ 63o _ i5oi) Kf^ — io5 Kf^ - 



6\ K ('-^ 



(i37)===~(io24/-h3466i'4-4947i»H-353ot*4-i295i»-+-a32/''-hi6i'')K^' 

-h ^ {30964-14386/4- 275951*4- 2463oi' 4- 105901*4- 21281*4- i6oi«)K| 

4- ^{— 6192 — 56l2l4-4o40i*4-5025l*4-l52Oi:*4-l44*MK^l'^ 
<30 

^_ ^(—3896 — 3674' — 875i*-)-i6t»+i6i»)R|'^-f-(— 1376 — 9iat— 17a/'— 81') K['' 
^ (_93o _ 38a» — 36**) Kf'^ -h ( — 3ia — 60») K<'' — 4a K|'' • 

(i38) = 4(— =»5^* — »9*^'' — 4753'*— 5a3i»' — a77a»' — 688»' — 64»')K"' 
+ ^ (8a44- a88a»-i- 26a9»*— 349»»— 1284»»— 5a8'" — 64»') Kj" 
+ ^ (— 3ia + 436a»-(-5953»*H- 2a97»»H-ai6»' — 16»») K,'" 
4- g ( — 5856 — io4 » -H 2767'* H- 968 »■» -(- 80 »•♦ ) K^;' 
4- (_ 1592 — 535» + 57'*4-ao»»)K<" -1- 1 {_ agaS — 795' — 20»*) K|'' 
+ (— 63o — 90») K^" — io5 K,"' • 

(139) = -j^ (— I024' — 3466 »■*- 4947»'— 353o»*— lagS»'— a32t'— 16»') K"' 
-1-^ (3096 + 10194» -+-6i63»*—33io'' — 38io»*— 107a»"' — 96»') K['' 



('•) 



-t-g^ {—619a -H 8868»-t- ii5oo»*4- 3455»»+ 240»*— i6»') K*' 

-+-i (—3896 — 4io» + 853 »*-f-a4o'»+i6t*) K',"-h(— 13^6 — 35a»+ 28»»+ 8»») K.;*- 

-h (— 930— 198» — 4'') Kf'-h (— 3i2 - 36») K<''— 4a K|''. 
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(i4o)=^(— i28oz— aao6i'-h89*»-^i236i*4-528t» + 64«*)Kî'^ 
4- -4 (— 200 ■+- 33o2i -h 458i t* -f- 18801»-+- 2401*) Kî'^ 

24- 

+ ^ (256 -t- 5a5»-i- 2701' + 4ot') Kf -1- ^ (344 + 3o5j -(- 6ot') K'/^ 
-(-(85h-3o.-)K['>+i5K."^ 

(i4i) =4 (i28ot-h 42541' -1- 5079»'+ 2756t'-h688»« + 64j«)K('' 



+ ■ (_ 824 — i566t— 573»'+ 334»'+ 224»*+ 3ai») K; 
+ ^ (— 200 — 26iot— i855i'— 376/»— i6t*) K< 



(0 



■^ (256 — 29»— 58»'— 8»') K|" + ^ (344 -f- Sg» — 4»') K 



(85+io»)K<'>+i5R^*'. 



■ ) 



(142) = — (—3328» — 4558j'-i- 2179»' -1-2925»*+ 761'— 368 /•— 64*') Rc 

72 

-h-jy (— 7416 — 4562/+ 18419»»+ 12241 1»— 2780»*— 2928/»— 448»') k; 

+ — (3i2 + 2614»+ n83»'— 1145»*— 760»*— ii2t')K^'^ 

+ 4 (3584 + 612» — 5945»'— 364ot»— 56ot*) K|" 

+ • (_,52_„,5,_795,«_,4o,»)K<'> + i(— 5i5— 6o5j — i4oi»)K|" 

O 2 

+ (— 170 — 70») K|''^— 35K<"• 
(^43) = i- (3328»+ 12238»'+ 17201 1'+ 12045 »•*+ 4484»'+ 848»'+ 64»') K"' 



+ -J2T (— 7416—195221— 17849 »•«— 6145»''+ ao»*+ 432»'+ 64»») k; 

-I--L(3i2 — 93ot— 1785»*— 9871»— 2i6t*— 16»») K|'' 

+ ^ (3584 + 4996»+ ii55»'— 168»»— 48»*)K|'^ 

+ i (— 152 + 495»+ 177»»+ i2t») K^-' + i (— 5i5 + 25e + 2oi') K<'' 

+ (_ ,70 — lo») K.f"— 35 K<''^ 
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( i44) = — (3i25 ■+- 81741-»- 7o55** -I- 2jioi*-\- 48oi»-i- 321») K<" 

+ JL ( 1669 -f- 2164 1 -h io5i t'-f- 2i6/»-l- i6«*) K|'' 

-f-g (389 •+■ 3291-4-90/'^ 8»') K|'V i (67 -h 33« + 4'') K<"-i- (9 -f- 2/) K<''-t- K<''. 

(i45) =^ (— 3i25/'— 8174»'— 7o55i*— 2710/' — 48oi'— 321') KW 

4. JL (5485 + 94971— legoi' — 8925»»— 49751*— io64«'— 8ot') K|'> 

+ ^ (5^845 + 71194/+ i79i5i'— 565ot»— 28001*— 288*») K<'> 

+ ^(7845 + 6904»+ 1691 1« + 48/'— 16'*) Kf> 

+ ( 2o3o + 1 226/ + 208 /' + 8 /» ) K^'" + (i i5o + 43o / + 36 i*) K^'' 

+ (342 + 6ot)K^"+42K<''. 

(146) = ( — 78125 — 259005/ — 357225/' — a5793i/' 

— io385o/»—a332o/»— 2720/» — 128/') Kf" ' 
+ — (— 88085 — 267487/— 3o5255/'— 164785/'— 45220/*— 6096/» — 32oi') K;" 

+ — ( 29915 + 10478/— 1 1175 i'— 7210/'— i44o/' — 96/*) K^'- 

-t- i («4795 +8980/+ 1409/' — 40/' — i6/*)Kf 

+ g (3365 + 1589/+ 222/» + 8/») K-J'^ 

+ j (535 + 165 /+ 12/») Kf" + (67 + 10/) K^''' + 7 Kf'. 

(i47) = ^(—3i25/— 8174/' — 7055 /' — 2710/' — 48o/' — 32/') K(" 
+ ^(— 5485— 17342/— 16975/' — 71 5o/»—i36o /* — 96/') Kj" 
+ ^ (— 3i25 — 5o36/— 2727/' — 608/' — 48/*) Kf' 
+ (— 295 — 281 /— 84/'— 8/') K<'- 
+ ( — 170-92/- i2/')Kf' + (— 5o— i2/)K^'' — 6Kf. . 
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■(148) = ^ {3i25 t-H 8174»'-+- 7o55/»4- 27ioi*4- 48oi''-i- 32t«) K(') 

+ ^ ( _ 5485 — 1652 j + 4665 /' h- 336o *' + 800 i' ■+■ 64 i') K|'^ 

+ JL(_3i25 — 1924« — 95i« + ii2i» + i6t»)Kf -l-(— 295— 147/— x8/')K[*'' 

4-(_,7o— 56* — 4'*)Kf' + (— 5o — 8t)K<'' — 6R^"- 

(i49) = 4^(—i5625i — 28370J*— 2579/» -|-i4670i*H-844ot'+ 1760 /•+i28j')K'" 
-1- ' (—21940— 33333 t-f- 28636 t'-4-58665i»-*- 29660 i»+6o96t»+448j') Kj'^ 
-f- -^ ( — 4655 + 44644 i + 73965 j* 4- 39430 j » -4- 8640 1* + 6721') K^" 
+ g (3i25 -h 7530J-I- 5o4i i* 4- 1288»'+ 112»*) K<'> 
-f- - ( i35o + 1565 i ■+- 534*'+ 56i») Kf^ + - (95o + 585 i ■+- 84*') K,"^ 
+ (i59-f-42.)K|"-+-2iKf^ 

(i5o) = ^ (i5625j-1- 533701'+ 67971 i'-H 417701' -H ï324oi»+ 2080/'+ 128»') K(') 
+ -4- (—21940 — 42643» — i5ii6t'-l-i2735i'+ioi4ot*+ 24161»+ 192/') K['^ 
+ -^ (—4655 — 4i456i — 32335 j' — 8oiot'—48oi* + 32/»)K<'' 
+ g(3i25 — 570/— 1147/'- 264»*- 16/*) Kf' + i (1350 + 295 1 — 38*'— 8t')Ki'' 
+ ^ (950 + 195* + 4*') K^''+ (i59 + i8«) K^'V 21 K|«. 

(i5i) = -^ (46656 + i256i6* + 117238*'+ 52095 t»+i2020i*+i392/» + 64 t')K<'' 

+ -^ (21576 + 32494* + i8385*»+ 4950*»+ 64ot»+ 32*') K^'* 

+ ^ (5oi6 + 4978* +1795»'+ 28ot'+i6*') K|*'+g (816+ 533* + 114*' + 8»') K<" 

+ j(io4 + 4i» + 4'*)K|'V(ii + 2*)Kf^+K<''. 
I. . - 4a 
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(iSa) = — (_46656i— i256i6t»— iiyaSSi' — SaopSt*— laoaot'— iSga»' — 64j')K('' 

4- ^ (— 1761 12 — 5794941 — 6i7476«' — 3o24i5.i» — 75a6o«*— 92641"— 448j') K['* 
+ ^ ( — 46656 — 82464» — 5225oi*—i 5325 1'— 2I2oj*— iiai') K<'' . 
-f- ^ (-24840-27858»— 11017»*- i848»» — 112»*) K'" 

4- g (— 45i2 — 3248» — 750»* — 56»») K."' + ^ (— 63o — 269» — 28»') Kf' 

+ (-72-14») K<'>-7K|'>. 

ê 

(i53) = ^ (46656» -f-i256i6»*-i-i 17238»»+ 52095»*+i202o»»+i392t« + 64»')K(" 

+ ^ (—176112—61668»+ 162380»'+ 138825;»» +43540»* +6096»»+ 320 .••)k;'' 

+ ^(— 46656 — 323o4» — 2470»* + 2625i» + 68o»* + 48»') K'/^ 

+ ^(—24840 — 14802»— 2489»*— 24»»+ i6»*)K^" 

+ g (—4512 — 2000»— 258»* — 8»») Kf +i (— 63o — 181» — i2»*)K<'^ 

(i54) = g-j- (823543 + 22714291+ 2249499»'* + 1Ï0777»»' H- 3oa470** 
+ 46648»'' + 38o8»*+ 128»') KO 
+ — (+ 355o8i + 571801» + 36o523t*+ ii5375»;» + 19940»* + 1776»* + 64»'') K^'^ 

+ ji- ( 78077 + 86834 i -\- 37395 »•* + 7830 » » + 800 »•* + 3a »• ) K','^ 

+ ^ ( i2o85 + 9472» + 2731 »•* + 344»»+ i6t*) K,'*^ 

+ g (1471 + 785»+ i38t* + 8»») Kf 

+ i ( 149 + 49' + 4»') Kf^ + ( i3 + a») K|" + K|'>. 
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II. — Du cas où, les excentricités étant petites, l* inclinaison mutuelle des 

orbites est considérable. 

17. Nous avons, dans ce qui précède, traité spécialement le cas où Tincli- 
naison mutuelle des orbites est très-faiblé, parce qu'il en résulte de notables sim- 
plifications, dont il importait de profiter, les inclinaisons mutuelles des orbites des 
planètes principales étant toutes fort petites. On doit toutefois remarquer qu'une 
grande inclinaison mutuelle des orbites peut bien rendre plus pénible le dévelop- 
pement algébrique de la fonction, mais qu'elle ne le rend pas impossible. Pour 
nous en rendre compte, reprenons l'expression de Ro, page a6o, savoir : 

R^j = |a*-|- rt'* — aaa'coszj" ', 
cosx ayant pour expression 

cosK = cos(/' — r') cos(/ — r) -|- sin(/' — t') sin(/ — t) cosy. 

En développant immédiatement Ro en une série procédant suivant les cosinus des 
multiples de x, on obtient, conformément aux notations ci-dessus, 

Ro — - A^**^ -f- A^ ^^ cos Y, -h A^'^ cos 2 y- -4- .... -h A^'^ cosîz -I- . . . , 

2 

formule dans laquelle nous supposerons quei n'ait que des valeurs entières el posi- 
tives. On y doit exprimer cos îx au moyen de V et /. 

Multiplions le premier terme de l'expression de cosx par cos^ - -f- sin*-> et rem- 
plaçons cos y par cos^ - — sin^ - -, nous obtiendrons ainsi 

cos ît = cos* 5^ cos (/' — /— t'-4- t) -4- sin*- cos {Z'-|- /— t'— r), 

ou bien, en remplaçant comme ci-dessus (Z -h t' — t) par X, 

cosx = cos'- cos [V — 1) 4- sin*- cos {/' + i — ar') • 

Posons encore, pour abréger, 

|i=cos*-» v = sin'-> d'où jUL-f-y=i,- 

• 4^- 
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par un développement convenable, on obtiendra successivement 

cosK = ^cosa -f- V cos (a -f- 2(3), 

C0S2X=: — 2fJtV -f- |Ul' COS 2a 

H- ^fjivcosa/S -f- 2fjtvcos{2a -|- 2(3) 
-f- v' cos (2a -f- 4|3), 

cos3x= 3fx*vcos(a -r- 2j3) -h /Jt' cos3a 

-f- S/xv (i — 3(x) cosa -f- 3/jl'v cos (3a -h 2(3) 

-h 3{Jiv (1 — 3v) cos(a-+- 2p) -h 3j:jiv* cos(3a -f- 4(3) 

-4-3;xv'cos(a-f-4P) 4- v» cos(3a4-6^), 

cos4)( = 2|:jtv (9fJtv — 2) -f- 4i^v (x — 6]^^) cos 2(3 -f- 6/x*v* cos 4(3 
-4- 4j^'*v cos(2a — 2(3) ~^"(^* cos 4a 

-f-8fx'v(v — |ut)cos2a -f~4i^'v cos (4a -I- 2(3) 

-h4i^v(i — 6|:jiv)cos(2a-h2(3) -h 6|y.*v' cos (4a -h 4(3) 
-f-8;:xv' (fJ^ — v) cos(2a-h4(3) -h 4fxv^ cos(4a-f-6P) 
-f-4fjLV»cos(2a-f-6/3) -f-v* cos(4a4-8(3) 



etc. 



Ces valeurs, substituées dans Rq, conduiront, en se bornant aux termes dépen- 
dants de A(^\ A^*\ A^'\ A^') et A^*^, à l'expression 

R, = ^ A^^^ — 2fxv A^*J + 2(xv (9^v — 2) A^*^ 

-h j 2|uiv A^'J -H- 4 fzv (i — ôfxv) A^V I cos 2 (3 + 6>' v' A^*^ cos 4|3 

-h 3fx*v Af'^^ cos (a — 2(3) 4- \iiA^'^ 4- 3fxv (i — S/x) A^'^ j cosa 

-f- j V A^»J 4- 3p (i — 3 v) A^'») I cos(a 4- 2 (3) 4- 3/xv* A^») cos (a 4- 4P) 

4- 4^'v A^*^ cos(2a — 2(3) 4- jfx' A<'^ 4- 4^^' (fx' + 3v' — i) A^*) | cos 2a 
4- j 2fxv A^'^ 4- 4|xv (i — ôfxv) A^*^ I cos (aa 4-2(3) 
4-|v*A^«>4-4vMv'4-3(x»— i)A^*5Jcos(2a4-4/3)4-4l^v''Af^Uos(2a4-6/â) 

4- (X» A^»^ cos 3a 4- 3^' v A^'^ cos (3a 4- 2(3) 

4- 3fxv* A^'J cos (3a 4- 4|3) 4- v' Af») cos(3a 4-6(3) 

4- fi' A<*^ cos4a 4- 4|^' V A^*) cos (4a 4- 2(3) 4- 6fz» v» A^*) cos (4a 4- 4^) 
-h 4f^v» A(*^ cos (4a 4- 6(3) 4- V* A<*J cos (4a 4- 8(3). 
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Comparons cette expression à celle qui a été obtenue page a6a, et considé- 
rons, par exemple, les termes indépendants de |3. L'identité de ces termes suppose 
qu'on ait les relations 

M<°) = - A(<^) — 2 (XV A^') -H- 2 fjtv {9 fiv — a) A^*^ 4- . . . , 

M(») + M(-») = |!xA<»)-^3p(i — 3fz)A^»)4-..., 
M(«) H- M(-«) = ^« A^') 4- 4 f,« (p« -f. 3 V* — 1 ) A^*) 4- . . . , 
Mf»)-f.]Vr"») = |ut'Af »)-}-..,, 
]Vr*)-f.Mf-*J==;x*Aî*^+.... 

Ces formules ne sont pas immédiatement identiques, puisque les premiers mem- 
bres dépendent des coefficients A^'\ B^*\ C^'^ et D^'^, tandis que les seconds mem- 
bres dépendent uniquement des coefficients A^'^; leur identité a lieu en vertu des 
relations qui lient les coefficients B^'^, C^'^ et D^'^ aux coefficients A^'^ 

Sous la première forme de Ro, les coefficients M^*^ -f- M^~'^sont exprimés par des 
séries procédant suivant les puissances de v, et qui ne sont convergentes que si 
l'inclinaison relative des orbites est assez faible. Sous la forme actuelle, au con- 
traire, (M^'^ + M^"'^) est remplacé par une série dont la convergence dépend 
surtout de celle des coefficients successifs A^'^, A^'"^^\ A^'"^*^, .... 

Il resterait à rechercher la loi générale du coefficient de cos(i a-h ay|3) dans la 
nouvelle forme de Rq; mais cette recherche s'écarte trop de mon objet actuel 
pour que je puisse m'y arrêter. Ayant obtenu l'ensemble des termes de Rq, on 
tiendra compte dans chacun d'eux des excentricités des orbites, comme nous 
l'avons précédemment indiqué. 

SECTION n. 

IIL — Développements de la fonction perturbatrice , de ses dérivées 
partielles et des variations différentielles des éléments de l'orbite d'une 
planète y déduits des valeurs particulières de ces fonctions . 

18. Le développement analytique des coefficients de la fonction perturbatrice 
offre cet avantage que, la fonction une fois déterminée , on en déduit immédiate- 
ment ses dérivées partielles, par rapport aux éléments de l'une ou de l'autre des 
planètes. En outre, on ne réduit en nombres que ceux des termes dont on a 
besoin, ce qui est fort utile pour la recherche des inégalités dépendant de mul- 
tiples élevés des longitudes moyennes. 

Ces avantages ne se rencontrent pas lorsqu'on suit la méthode donnée dans 
l'art. 23 de TIntroduction, c'est-à-dire quand on a recours aux valeurs par- 
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ticulières des fonctions pour en déduire leurs développements. Les diverses 
dérivées partielles de la fonction perturbatrice ont besoin d'être formées directe- 
ment, et Ton n'a guère moins de calculs à effectuer pour obtenir quelques-uns 
des coefficients, que si l'on voulait en calculer un grand nombre. Il peut se faire 
toutefois que la détermination simultanée de tous les coefficients et leur dépen- 
dance mutuelle soient, dans certains cas, considérées comme avantageuses : 
on obtient par cette voie des vérifications de l'ensemble des calculs, qui per- 
mettent de ne laisser échapper aucune erreur dans les détaik. En outre, lorsque 
Ton a à déterminer des inégalités d'un ordre très-élevé, le développement sui- 
vant les puissances des excentricités est presque impossible, si elles ne sont 
pas extrêmement petites, en sorte qu'il vaut souvent mieux recourir aux mé- 
thodes d'interpolation. 

Le calcul des valeurs numériques des diverses fonctions constituant , dans ce 
cas, une grande partie du travail, nous allons leur donner la forme sous laquelle 
ce calcul est le plus simple, relativement à l'action d'une planète m' sur une 
planète m. 

Reprenons les formules des variations différentielles des éléments, données 
dans l'art. 4 du chapitre III, formules qui, en y faisant . 



«^ an m 
jv = 



(•) 

deviendront 



e = sm (}/, d ou — —===z = cos^p tang - » 
I + sfi— é* 2 



da j. dK 

dt dt 

dt _ „ /dR\ „ , ^ dK ^^^^'i.dK 



= — aK 



''(S)-^^*^"''*'*"^! 



dt \^^ / ^ ^ de cos>{» 

de K dK ^ , ^ dK 



(2) dt Ungip dvj ^ ^2 rfe 

dK 
d^ 

fdK dK\ 



dx3 ,j. , dK tj- t © dK 

e — = Kcos<|. — + Ktang<|/tang^ — , 

d,_ K_rfR_^'*°sJ 



dt sinf cos>|^ dB cos^ 

dQ K dK 

sm 9 -T- = r -7- • 

' dt cos^p acp 

J'ai placé entre parenthèses la dérivée partielle ( -^ ) ? afin de rappeler qu'on peut, 
en la formant, ne pas faire varier a dans l'expression de la longitude moyenne, 
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pourvu que la partie p de la longitude moyenne soit, dans le mouvement troublé, 
déterminée par la formule 



di^ ds 



(3) JlJ:=:_3Kn" 
On a d'ailleurs, conformément à Fart. 1 du chapitre actuel, 

(4) R={r'^r^'-^rf^sf^-^^y 



s étant le cosinus de Tangle compHs entre les rayons vecteurs /• et r'. 

La fonction R renferme les éléments de m parce qu'ils entrent dans r et j. Le 
cosinus s de l'angle compris entre les deux rayons vecteurs r et r' dépend à son 
tour des longitudes vraies <^ et i/, de m et de tw', et des constantes qui fixent les 
positions des plans des orbites des deux planètes. En ayant égard à ces condi- 
tions, on trouve 

/^\ _dK fdr\ 

(5) ^'^^>'~" ^'^ V^^/ 

d^_^dKd^ dKds^ dv 
di dr ds ds dç dt 

J'ai placé la dérivée ( ^j entre parenthèses, pour indiquer qu'elle doit être sou- 
mise dans sa formation à la même restriction que la dérivée ( -^ ) • 

Les formules du mouvement elliptique donnent, par la différentiation 
( chapitre II, art. 10) : 



dR 

de ~ 


dK dr dRds 
" dr de ds dv 


dp 
de' 


dR _ dR ds 
d(f ds d^ 


dK 

du 


rfR dr dR ds 

dr du ds dp 


dp 


dR __ dR ds 
dQ'^ ds do' 



(i)=^' 



(6) 



dr dr i . / \ dp dp a* , 

ds du ^^ ^ '' dt dis r' ^' 



:-acos(..-nr), ^ = (f + _i_) siii(»'-a). 



La seconde multipliée par — » et la quatrième de ces formules multipliée par — ) 
fournissent les identités 

(7) 

et celles-ci, ajoutées membre à membre, conduisent, à cause de la seconde et de 



dr dR dr dR_ 


dp dR dp dR dR 


ds dr ' dm dr ' 


di dp ^ dm dp ^ dç^ 
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la quatrième des formules (5), à la relation 

.Q. dK JR__rfR 

Cette relation nous sera utile. 

Nous rapporterons les formules suivantes, comme dans l'art. 1, au plan de 
l'orbite de m\ En conservant les notations de cet article, nous devrons remplacer f 
par y, par t', p, eetzs respectivement par u, C et w. Cela posé, nous aurons 

(g) s=zcos(i^' — u) — 2 10^ siii(p'' — r') sin(u — t'), 

et nous en déduirons, en nous rappelant que vj est égal au sinus de la moitié de 
l'inclinaison relative 7, 

— = sin(i^' — v) — 2 73* sin(^'' — t') cos(u — t'), 

(10) 5" ~ — siny sin(i'' — t') sin(u — t'), 

— = 2 >3* sin (t^' -f- V — 2 t'). 

En rapprochant les formules (2), (5) et (10), on trouvera immédiatement 

/ V . dr' Ksin7 c?R . , , m • / f\ 

(11) smv -7- == r^ -7- sm(p' — t)sm(y — r). 



La valeur de -^ se présente d'abord sous une forme plus compliquée; elle ren- 

rme trois termes. Mais nous pouvons en éliminei 
par la formule (8); il vient ainsi plus simplement 



ferme trois termes. Mais nous pouvons en éliminer ^ "^ t~» q^î ^st égal à -^» 



y 
dy _ K dK ds ^^^^2 dK ds^ 

dt siD7 co$;|; ds dz' cosip ds d}}"* 

et alors il suffira de mettre à la place de —, et de -j- leurs valeurs ( 10) , puis 
d'effectuer quelques réductions, pour arriver à la formule suivante : 

/ \ ^y Ksin7 dK , . , ,, , ,. 

(i^) -77 = r-- -J- sm(v'— r') cos{u — t') . 

^ ' dt cosJ; ds ^ ^ ^ ' 

Les valeurs de siny "T" ^^ ^ "^^ diffèrent Tune de l'autre que par le dernier fac- 
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teur, ce qui en simplifie le calcul ; car, ayant formé la valeur de —^ ? il suffira de 
la multiplier par tang(u — t') pour avoir celle de siny — • 

Au moyen des formules (5) et (6), la valeur de --r devient 
(i3) -T- = aa'Kcos^p --^ — h 2a'Ktang^j/sin(v — w) — . 

Cette valeur de — serait commode dans le calcul des perturbations par quadra- 
tures; mais, dans le cas qui nous occupe, il sera plus simple de commencer par 
former le développement de la fonction R elle-même, en fonction des anomalies 
moyennes Ç et Ç' des deux planètes. Comme Ç = //f + ^ — ck), on aura ensuite, par 
une simple différentiation, 

r/R_rfR 

ce qui conduira au développement de^? et à celui de -^- Ajoutons que la conver- 
gence du développement de R est plus rapide que celle du développement de ^ , 

à cause des facteurs qu'acquièrent les coefficients quand on passe à ^ par la 

différentiation de R , facteurs qui croissent à mesure qu'on prend des termes plus 
éloignés dans la série. 

L'expression de -j renferme -7— Si nous remplaçons cette dérivée par sa valeur 

^R £/R ., . j 

■3 -TF» il viendra 

au dC 

de K rfR Koos4»rfR 

— I _j 



dt tang)); dM tang>|/ dC 

-7-r sa valeur en fonctio.. «^ . . 

dC fit 



formule qui, en y mettant pour -jj sa valeur en fonction de ^9 se change en cette 

autre : 

/ ,. de K flfR cos^' ^^ l¥\ 

^ ' dt tangi{; dM 2fllang>(/ dt^ ' 



(*) Cette formule (i4)> qui est avantageuse lorsque rexcentricitc est considérable et quand on a cal- 
culé la valeur numérique de — j devient incommode quand l'excentricité est petite , surtout si , déve- 
loppant directen(ient R, on n'a pas à calculer les valeurs numériques de — • Il vaut mieux alors user 
I. 43 
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Le calcul du second membre est très-simple, puisque les facteurs variables -— et 



-^? qui sont déjà formés, sont simplement multipliés par des constantes. 

Les deux dernières formules qui restent à trouver, demandent qu'on forme 
d'abord l'auxiliaire 



(i5) — = — cosfu — w)-— -H- - H — sm(y — ot)) 

^ ' a de ^ ' dr \r a cos'>p / ^ ' 



d^ 

dv' 



La valeur de -^t dans laquelle on peut remplacer— en fonction de — ? sera 
donnée par la formule 

/ ^x ^« jr , 1 ^R . , 7 . e/r' 

(i6) e —r- =.aïs.cosdt — ; — h sind; tanff--suiy-7- : 

^ ' dt ^ a de ^ ^1 ' dt 

le second terme sera habituellement insensible; et, d'ailleurs, il se compose d'un 
facteur constant, multiplié par im facteur variable qui a déjà été calculé. 

Enfin, on pourra calculer au lieu de ^- On aura pour cet objet la 

formule 

, , diC — (»>) ^ dK rtKcos-J/ i dK 

(17) -^— ; — - = — 2Kr-- -^ — . 

^ '' dt dr tangAp a de 

La formule (17), malgré sa simplicité, perd de son avantage quand l'excentricité 
est très-petite. Il peut alors être préférable de lui substituer la relation suivante, 
qu'on retrouvera aisément : 

, ov '^^ TT dK ^ d(^ , y , dr^ 



Les formules qui précèdent ne renferment plus, outre les coordonnées des pla- 

£R e^ ^ 

dr ' ds r/u 



nètes, que les quantités R, — ? — et — • On calculera les valeurs de ces expressions 



directement de la troisième des formules (2), laquelle donne, en y mettant pour -7- sa valeur (5), 

d C7 

é/R , i da 

vt i)our -7— sa valeur — : 

* ds 2Ka dt 



. ,., de //R K / û^cos^^XrfR 

14)' --=«Ksm (y — w ( I 1 ) — - 

^ ^' dt ^ ^ dr tang^^ \ r^ / r/u 



K / û^cos\L\ rfR cosxp ^ da 

la ^ 1 dt^ 



da 
on développera l'ensemble des deux premiers termes ; puis on y ajoutera le développement de — 

multiplié par le très-petit coeflficient ^ tang -• 
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par les relations suivantes, dans lesquelles a désigne le rapport p du rayon vec- 
teur de la planète troublée au rayon vecteur de la planète troublante : 



R = p (i-f-a*— 2a5) ^—OLS L 
dK (s — a\ , , » —I- s 



^'^^ ^R a, , ,-| a 

<rK_dKds^ 

d\) ds d\) 

Si les deux astres étaient très-voisins Tun de l'autre, ainsi qu'il arrive aux co- 
mètes qui passent près des planètes, a et ^ différeraient peu de l'unité. Quelques- 
unes des formules deviendraient incommodes dans ce cas, ce qu'on évitera dans 
les calculs par quadratures, auxquels elles doivent aussi servir, en recourant aux 
relations suivantes : 

1 — 5 = (7 = 2 siii* ( I -h arî* sin(t/' — r') s'inlv — r'), 

(20) \ 2 / ^ ^ ^' ^' 

s — a = (5 — <7, 
I -f- «' — 2a5 = (S'-h 2a<T. 

Lorsqu'on aura déduit des formules précédentes, ainsi qu'il sera exposé ulté- 
rieurement, les perturbations siny(?T', (î^y, eâ(ù et âc des éléments de m rapportés 
au plan de m', il restera à en conclure les perturbations sinqpc^ô, (îy, eâzs et c^£ 
des éléments rapportés au plan de l'écliptique. C'est ce qu'on fera au moyen des 
formules (19) et (20) du chap. P*^, art. 9, lesquelles conduisent aux expressions : 

sin(p(î0== cos(t — d).smyâr'-h sin(r — ô).âyj 
d(f=: — sin (t — Q). sinydr^-h cos (t — Q). ây^ 

Œ .9 .7 

sin'- — sm'- — sin'- 

ân = âfj) H (Ît'-i- tane?" sin(r — 0).(îv (*), 

l^^O cos'° 

2 

«p . 9' . 7 

MU- sm'- — sm'- 

rh = oC-\ cÎt'-4- lang?-siii(r — ^)'ôy(*). 

2 

En mettant dans les formules précédentes à la place des variations finies leurs 
différentielles et remplaçant celles-ci par leurs valeurs tirées des formules (11), 

(*) Pour obtenir ces valeurs de Sts et ^6, je remarque qu'on doit, en vertu de l'article t du pré- 

43. 
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(12), (16) et (18), on trouverait pour calculer dO, d(p^ dzs et dî les formules 

directes : 

sin o -p = -^ — — sin ( p — T ) . sm ( ^^ — ) , 

^ dt COSTJ; Éfj ^ / V /' 

do Ksin7//R . , , /x / ^x 

rfcT xr , î rfR . , Œ> . «i/G 

e-— = aKcosu/. — 7-4- smu/lanff-^sino-p? 
<sf/ ^ a de ^^2 ^^r 

~=— 2Kr — -Mang^.e — -f-cos^tangl.smç— . 

La troisième n'est autre chose que la quatrième des formules (2), dont nous avons 
éliminé -7- au moyen de la sixième des mêmes formules. La quatrième des for- 
mules ( a2) se déduit de la seconde des formules (2), en éliminant — au moyen de 
la troisième formule que nous venons d'obtenir, et — au moyen de la sixième des 

formules (a). 

Ces dernières formules sont les plus simples qu'on puisse obtenir, puisque, étant 
aussi concises que les précédentes, elles dispensent en outre de calculer les pertur-^ 
bâtions par rapport au plan de l'orbite de la planète troublante et permettent de 
les déterminer immédiatement par rapport au plan de l'écliptique. 

sent chapitre , ajouter à (îw et à ^6 là même quantité Sr — ^t', que j'écris sous la forme 

^(t — o) + (îe — ^t'. 

^t' est donné; SB est connu parla première des formules (21); et la dernière des formules (19) du 

premier chapitre, art. 9, fournit 

^, ^, sin®' ,^ */v « / sin(T — 6). 

^(t — e =-^-X cos Ô — ôM^t' ^- -U7; 

^ ' sm^ ^ ' tang^ " 

on en conclut 

^T - ^t' = j ^^ cos (G - Ô') + ^4^ cos (t - 0) — I Ut' + tangi sin (t — Ô) . ^7. 
I siny ^ ' smy ^ ' ) ^2 ^ ' ' 

Le coefficient de ^7 est celui qui est donné dans les formules (21). Pour transformer celui de ^t', 
je tire du triangle N'NG (PI. I, Jig. 3) 

/A A/\ COS7 — cos® cos®' , ■ , cos®' — COS®COS7 
cos (9— ô') == '—, r-^ ^J COS(t — Ô = ^ T-^ '-^ 

sm 7 sm y ' sm ç sm 7 

valeurs dont la substitution donne le coefficient ^ i\ ^ ?2 — ^ _» — ± ?. _ , 

^ 2 cos* - 

2 

Rédiiisant au même dénominateur et remplaçant cos 7 et cosf' par i — 2 sin* ~ et 1 — 2 sin* —5 on 

obtiendra les expressioub cherchées. 
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DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 34 1 

Il pourra convenir de ne point confondre les très-petits termes des valeurs de 

e -^ et ^5 avec les termes principaux , dans le calcul des valeurs particulières de 

e -^ et — mais de tenir compte de leur influence dans le résultat final des per* 
turbations. On substituera alors aux deux dernières des formules (2a) les suivantes : 



e— 7^ = aKcosdf. — ;- 

Ht * r» H» 

(23) 



dxS\ fr , 1 ^R 

— — = aJVcosuf. — r-' 
(it ^ a de 

rffi, ^ dK . 

-7- = — 2lV.r-r-5 

dt dr 



e Jtj = e ^CTi -f- siin|/ tang ?- • sin y ^0, 

dt = dti -i- tang-« eàxs -h cost|^ tang-.sinycîô. 

19. Pour présenter une application de ces formules, considérons Taction de 
Saturne sur Uranus, et soient les données suivantes : 

Éléments d'Uranus. Éléments de Saturne. 

a= 19,182729 a' = 9,538 862 

n = 1 54^5'', 645 n' = 43996'', 1 27 

e = 0,046 610 8 6^=0,056150 5 

^z= 2^ 40' 17'', 65 7r'= 89° 8' 20" 

71=167.30.24 ç^= 2.29.35,9 

q)= 0.46.128,4 6'= III. 56. 7 



6= 72.59.21 m'=: 



35i2 



d'où nous concluons, au moyen des formules de Fart. 9 du premier chapitre, 

y= i°57'9^5 T = 306^21' 49'' 
co= 167. 3 1.2 r'=: 306.22.27 

En rapportant les calculs au plan de Torbite de Saturne, les fonctions princi- 
pales dont nous avons à former des valeurs particulières ont alors pour expressions 
(les nombres placés entre parenthèses étant, suivant notre usage, les logarithmes 
des coefficients) : 

3KnR=(6,590 9396)R, 

siny-^ = — (0,45847) ^sin(f/ — t'). sin{v — t'), 

(24) g=-(o,458 47)^sin(i/-T').cos(u-T'), 

g = (3,208>)sin{v-a>).^-(3,25662)ji-ili^^ 

-(4,783 3o)g, 
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3^9. RECHERCHES ASTRONOMIQUES. — CHAPITRE IV. 

^W /o O \ / \ ^^ . ^ Q/ 0/ . {3,2o8oi)J . . .dK 

e— = — (3, 208 oi)cos(u — Cl)) •-^-+- j 84,342 7 -h ^—-^ •'> sin (y — w) — 

-f-(4,9ooo).sin7 ^, 

— =—(2,2266i)r — + (2, 36771)6-^ -|-(2,23io) siny -^. 

Supposons les deux planètes situées à leurs périhélies, auquel cas on aura : 
logr= 1,2621807, logr' = 0,954 3989; i/ = 89«8'2o", iZ-r' = i4^V45'53"; 

î;=:i6703i'2%U-t'= 221^8' 35". 

On en conclut par la formule (9), logj = 1 ,3o4 661 8 ; puis, par la première des 
formules (19), loga = o,3o7 7818, aj = o,4o9679, A= 1-4- a*-*- 2 a 5= 4, 306969, 

logA'2^= 1,6829141, log 11 = 3,9039759 5 et par la première des formules (24) , 
3K7iR= 3i255. Ce nombre n'est autre que la valeur, pour Ç = et Ç'= o, de la 
fonction développée dans la note IV de riNTRODUCTiON , page 147. 

D'après ce que nous avons dit dans cette note, on y a considéré l'expression 3 K // R , 
non comme fonction de Ç et Ç', mais bien comme fonction de Ç' — Ç et Ç, et Ton a 
développé d'abord par rapport aux sinus et aux cosinus des multiples de Ç. On a 
rendu ainsi ces premiers développements beaucoup plus convergents, attendu que 
la somme des coefficients de Ç' et de Ç étant nulle dans Ç' — Ç, les termes en sin i'Ç 
et cos /Ç, sont alors de Tordre i par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, 
conformément à une remarque faite à Tart. 4, page 269. 

La première des formules (10) donne, log — = — i ,990 887, et on tire des for- 
nuiles(i9), log ^ = — 3,700132, log — = -7,3oi856, log— = 7,292743. 
l^a seconde et la troisième des formules ( 24 ) donnent alors, sin 7 ^ = — 0^229, 

Y^ = — 0,262. Les trois dernières formules fournissent, en négligeant les petits 
tcMmes en — » sin y— et e— ? dont il est plus simple de ne tenir compte qu'a- 

|)rès les intégrations : ~ = 35,o65 ; ^77- = 8,094 ; -j- = i5,45o. 

On trouvera dans l'Addition III, placée à la fin de ce volume, une autre appli- 
cation de cette méthode au développement de la fonction dont dépendent les 
inégalités que Jupiter produit dans le mouvement de Pallas.. I^ résultat auquel 
nous parvenons dans cette Addition, sera utile pour déterminer la valeur d'une 
inégalité à longue période qui existe dans le moyen mouvement de Pallas. 
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FONCTION PERTURBATRICE. - FONCTIONS AUXILIAIRES. 343 



ADDITION PREMIÈRE. 



FONCTIONS AUXILIAIRES SERVANT AU DÉVELOPPEIVIENT ANALYTIQUE DE LA FONCTION 
PERTURBATRICE (CHAP. IV, ART. 2). 



l, — Expressions de x = > de Véjuatioii du centre jr^ des puissances et des 

produits des puissances de ces quantités ^ jusqu'au septième ordre inclusivement^ 
en Jonctions de l'excentricité e^^i-^etde ranomalie moyenne Ç. 

Notre but , en donnant ces fonctions auxiliaires et celles qu'on trouvera dans les articles suivants , est de 
faire en sorte que les astronomes puissent consulter, et vérifier au besoin , sans trop de peine , la suite des 
calculs qui ont servi au développement de la fonction perturbatrice. Pour simplifier l'impression de ces docu- 

ments^nous désignerons par x la demi-excentricité -^ et nous éviterons le mode suivant lequel on repré- 
sente le plus habituellement les fractions ; au lieu ^^4(-) — y(~) » ^^^^ écrirons 4 x — '27 y^ : 8. 

r = 4- 2x' - [1% - 3x*-h 5x' : 6 - 7X' : 7^) cosÇ - (^x' - i6x* : 3 -h 4 x') fOS!ic; 

— ( 3x' - 45x' : 4 4- 567X' : 4o) cos3Ç - ( i6x* : 3 - 128 x* : 5) co84Ç 

— (i25x*: la — 4375x' : 7a) C0S5Ç - (108 x' : 5) C0S6Ç — (i68o7x' : 36o) COS7C. 

r = + (4x - ^X'+ 5x' : 3 4- I07X'' '- 36) sinî; + (5x'- 22 x* : 3 + i7x* : 3) sin2^ 
• 4- (26x' : 3 - 43x* : 2 -h 95x' : 4) sin3Ç 4- (io3x* : 6 - 902 x« : i5) sin4Ç 

4- (1097 X* : 3o — 5957 x' : 36) sin5Ç + ( 1223 x^ : i5) sinôÇ + (47^73 x' : 2.52) sin7î;. 

j;' = + 2x'- (4x'- 4x* * 3 4- x' : 6) cosÇ + (2x'- 8x*-f- aox* : 3) cos2^. 
-4-(4x'-i8x'-4-243x':io)co83î;4-(8x*— i28x*:3)cos4Ç 
+ (5ox* : 3 — 625 x' : 6) cos5Ç -r 36 x'' cos6Ç + {2401 x' : 3o) COS7Ç. 

^7 = -h ( i4x' : ï - 3x'-+- i75x' : 7a) sinÇ - (4x'- 46x* : 3 + 95 x* : 6) sin 2Ç 
-(9X'-"5x':3-h23i7x':4o)sin3Ç-.{59x*:3-i489x*:i5)sin42; 

— (44 X*— 93943x' '• 36o) sin5Ç — (ioo9x* : 10) sin6Ç — (85o33x' : 36o) sin7Ç. 

f = -^ 8x'-4- 9X* : ^ 4- 86 x* : 9 + (^0x^4- 4x'4- 4^1 ^ : 18) cos': 

— {8x^ — 128 X*: 3 + i57x*':6)cos2Ç — (20X*— io8x'*-l-i377x':'o)cos3*:; 

— (283 X* : 6 — 4294 x' • ï5) cos4^ — (i i2x' — 13897 x' : 18) C0S5Ç 
~ {24269 x' : 90) C0S6Ç — (59197 x' ^ 90) COS7Ç. 
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344 RECHERCHES ASTRONOMIQUES. — ADD. AU CHAP. IV. 

x* = -H6x*-(6x'-6x'-4-5x':4)cosÇ-4-(ox*+4x')cos2Ç-(ax'-9X*-t-a7x':4)cos3^ 

- (6x*- 32 X*) COS42; - (i5x'- 375x' : 4 ) cos5Ç - 36x* cosôÇ - (343 x' : 4) C0S7Ç. 

x'y = 4- (4x'+ «X* : 3 4- 3x' : îi) sinÇ - (6x*- 71 X* : 6) sinaJ; 

-+-(4x'-8ox':3 + 5i9x':io)sin3Ç4-(i3x*-a5ix':3)sm4Ç 

-f- ( 104 x"^ '. 3 — 7271 x' : 3o) sin5Ç -+■ ( 627 x" : 6) sin6Ç -h (6577 x' : 3o) 8in7Ç. 

^f = -H 4/-+- x'- (8x'- 37X' : 3 4- a77x' : 36) cosÇ - (32x' - 9' X* : a) cosaÇ 
-h (8x^— i83x* : a -h 3573x' : 20) cos3Ç -h (28 x*— a57x') cos4Ç 
-h ( 475 x' : 6 — 2586i x' : 36) cos5Ç -+-(421 x' * 2) cos6Ç4- (98533x' : 180) COS7Ç. 

/ = + (48x' - a6x'+ 247 x' : <5) sinÇ + (120X* - 593x' : 4) sin2Ç 

- (i6x*— 3o7x*4-6i23x' : 10) sin3Ç — (6ox*— 82ox*)sin4Ç 

- (ï79X'-- 67123 x' : 3o) sin5Ç - (1989 x' : 4) sin6Ç - (40249X' : 3o) sin7Ç. 

.r*=:4-6x*-(i6x'-4x')cosÇ4-(8x*-24xMcos2Ç-4-(8x*-36x')cos3Ç 

4-(2x*— ox*)cos4Ç-l-(8x'— loox' : 3)cos5Ç4-24x*cos6Ç + (i96x' : 3)cos7r. 



-r'^j=-4-(i4x'-4x')sinÇ-(8x*-i7X')sin2Ç-(3x*-i3x')sin3Ç 

-(4x'-Mx')sin4^-(i7X'-36ix':3)8in5Ç-(i6ix*:3)sin6Ç-(458x':3)sin7?. 

^^_;'* = -h8x*4-iix':3-i-(8x*4-5x')cos2; + (ox*-53x*:6)cos2Ç-4-(28x*-8ix')cos3Ç ^ 

- (8x*- 3^3 X*: 3)cos4Ç — (36x*-4a9X')cos5Ç — (7i5x*:6)cos6Ç — 353x'cos7Ç. 

■^/ = -H(4ox' — x'- i2)8inÇ — (32X* — i39x*)8in2Ç — (140X* — i973x'*4)sin3Ç 

-4-(i6x*-464x')8in4Ç-4-(76x*-ï7i4ix': i2)sin5Ç-i-263x*sin6Ç+ (9707X' : la) sin7^ 

/ = -h96x*4- 392x^ 34- (32ox*-i-874x' : 3)cosJ; 

- ( 128X* - 788X*) C0S2Ç - ( 48ox* - 2322X' ) C0S3J; -4- ( 32X*- i49fixM C0S4Ç 
+ (160 x*~ 13358 x':3)cos5Ç4-(i732x*:3)co86Ç4-(55i8x':3)co87J:. 

J7^ = 4-20X*— (20X*-- i5x')co8Ç-hiox*co82Ç-- (lox* — 45x')cos3Ç 

- 20x®cos4Ç — (2x* + 25x')cos5Ç — iox*co86Ç-- 35x'co87Ç. 

r*7=4-(8x*4-iox')sinÇ-23x'sin2Ç4-(i2x*-62x')sin3Ç 

-h2ox'sm4Ç4-(4x*-+-i4x''3)sin5Ç-f-2ix*sin6Ç + (23ox':3)sin7Ç. 



Digitized by 



Google 



i^^j. 



FONCTION PERTURBATRICE. — FONCTIONS AUXILIAIRES. 

j:* f =rH-8x^— (i6x*— 35 x' :2)co8Ç — 44x'' cosaÇ-h (8x'- i35x': ajcosSi: 

— 8x'cos4i;-h(8x'— 7o3x':6)cos5i;H-44x*cos6!;-i-(ioo3x' :6)cos7?. 

.r'/^ = -4- ( 32X*+ X' ) sinJ; + 20 x' sina Ç + (i6x' — Q^x' ) sin 3 i; 

H-i28x'sin4^-(i6x' — 565x')sm5J;— 92x*sm6?- 363x'sin7r. 



345 



xf 



r = 



oyC— (64x'-+-28x' : 3)co8Ç— Sao x"* cos 2 Ç -h ( 96 x' — ii64x')c«s3Ç 
•5i2x"cos4^ — (3'2x'— 5876 x': 3)cos5^ — i92x^cos6C — (2356x' : 3)cos7?. 

-(64ox' — 2oox' : 3)sinÇ4-20oox*sin2*£; — (32ox*— 596ox')sin3Ç 

— 1600 X* sin 4 Ç -h ( 64 x^ — 17800 x' : 3 ) sin 5 Ç 4- 400 x* sin 6 Ç+ ( 5o8o x' ^ 3 ) sin 7 C. 

= -h 20 X* — 60 x' cos Ç 4- 3o X* cos 2 Ç -f- 12 x' cos 3 Ç -h 12 X* cos 4 'C, 
-\- 36 X' cos 5 Ç -h 2 X* cos 6 Ç -h i2x' COS7Ç. 

= -h 35 x' sin Ç — 20 X* sin 2 Ç -I- 15 x' sin 3 Ç — 16 X* sin 4 Ç — 45 x' sin 5 i; 

— 4 X'' sin 6 1; — 25 x' sin 7 Ç. 

= -h 16x^4- 4 x' cosÇ-|-8x*cos2î:-i-76x'cos3(;— 16 x* cos 4 2; — 28 x' cos 5 C 

— 8 X* cos 6 Ç — 52 x' cos 7 Ç. 

" 4- 60 x' sin Ç — 48 x*^ sin 2 Ç — 1 32 x' sin 3 !; -h o y^ sin 4 ^ — 84 yj sin 5 i; 
-f- 16 X* sin 6 Ç + 108 x' sin 7 ^. 

= -+-64x*H-i6ox' cos^ — 32 x* cos 2 î; 4- 96 x' cos3i; — 64x*cos4Ç 

— 480 X' cos 5 Ç -h 32 X* cos 6 Ç -h 224 x' cos 7 Ç. 



jrj* = 4- 240 x' sin Ç — 320 /^ sin 2 2; — 1744 x' sin 3 Ç 4- 256 x' sin 4 Ç 
4- 1648 x' sin5C - 64 /! sin62; — 464 x' sin?^. 

1280 X* 4- 4800 x' cos ^ — 1920 X® cos 2 Ç- — 8640 x' cos 3 Ç 
768 X* cos 4 Ç 4- 4800 x' cos 5 Ç — 128 X* cos 6 i; — 960 x' cos 7 ^. 

^ '. V r_ 1 OV _/ 1 rv _1 '^ 



X* y : 



^Z^y : 



X' 



— 70 x' cos Ç — 42 x' cos 3 2; — i4 x' cos 5 Ç — 2 x' cos 7 Ç. 
4- 20 x" sin î; 4- 36 x' sin 3 Ç 4- 20 x' sin 5 Ç 4- 4 x' sin 7 i;. 

— 40 x' cos Ç 4- 8 x' cos 3 Ç 4- 24 x^ cos 5 Ç 4- 8 x' cos 7 ^. 
4- 48 x' sinÇ 4- 48/ sin3Ç — i6x' sin5Ç — i6x' sin7Ç. 

— 96 x' <^osÇ 4- 96 x' cos3Ç 4- 32 x' C085Ç — 32 x' C0S7 2;. 
4- 320 x' sin J; 4- 64 x' sin 3 Ç — 192 x' sin 5 Ç 4- 64 x' sin 7 C.. 

— 640 x' cos Ç 4- 1 152 x' cos 3 Ç — 640 x' cos 5 J; 4- 128 x' cos 7 Ç. 
4- 8960 x' sin \ — 5376 x' sin 3 Ç 4- 1792 x' sin 5 Ç — 256 x' sin 7 ^; 

L 



44 
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RECHERCHES ASTRONOMIQUES. -^ ADD. AU CHAI? IV. 



IL — Expressions de af"^ cos hjr et a^"^ sin hjr^ calculées jusqu'au septième ordre , 
en Jonctions de F excentricité e=zi)i^etde V anomalie moyenne Ç. 

cosAr= + i-4/^'x'-(9^'-i6/i*)x*:4-(43A'-49^*4-i6A*)/:9 

jioA*X'+(6A'-4oA*)x*:34-(42i/i'-437/'*4-î4oA«)x':36|cosÇ 
{4^'x'--(64A*+i6/**)x*:3 + (i57/i'4-394A*-4-32A«)x*: lajcosaÇ 
jioA^X' — {54A'-l-2oA*)x* + (i377A'+i935/t*4-îfc4oA')x':îtojcos3Ç 
{(283 A'+i6A*)x*:ia — (4294 A' 4-1870 A* 4-32 A«)x*:3o|cos4Ç 
{(i68A^4-2oA*)x':3-(i3897A»4-6679A*4-a4oA«)x':36|cos5^ 
I (24269 A' -4-4330 A*-|- 32 A«) x" : 180 } COS6Ç 
j(59i97A'+i3795A*4-a4oA«)x': 180JCOS7Ç. 

sinA7==4-{4Ax-(2A-4-8A^)x=*-h(5A-^-I3A3 4-I6A^)x':3-^-(I07A-247A'-2oA'-64A')x^•36jsinr 
+ !5Ax'— (22A-h 60 A^)X*:3 + (i36A4- 593 A^ -4-400 A^)x*:24}sin2Ç 

(26A-|-8A')x':3-(i29A-4-3o7A3+i6A*)x':6 + (i425A-|-6i23A\+298oA* + 64A^)x':<>o!sin3r 

(io3A + 6oA*)x*:6 — (902A-f.2o5oA*+20oA*)x®: i5}8in4Ç 

( i097A + 895A='-M6A*)x* : 3o-~(29785A + 67i23A^+890oA*-4-64A')x' : 180 jsinSÇ 

(9784A + 9945A^-h4ooA*)x': i2o|8m6Ç 

(236365A-I- 281743 A'-M778oA* + 64A')x' : i26o|sin7Ç. 

xcosAj=-f.2x' — 2A'x* — A'X** • ^ 

-{2X--(3-i-4A')x' + (5-4-37A»4-i6A*)x':6-(74-277A'-28A* + 64A«)x':7a|cos2: 

-{2x*-(i64-48A»)x*:3-f-(484-273A' + i6oA*)x^i2|coS2Ç 

-|(3-h4A')x'--(454-i83A»-M6A*)x':44-(567-H3573A^4-i94oA*+64A«)x':4o}cos3r 

-{(i6-|-42A>)x**:3-(7684-3855A^ + 64oA*)x*:3o|cos4? 

— |(i25-^475A^4-i6A*)x*:i2-(4375 + 2586iA»-|-5876A*4-64A*)x':7a|co85Ç 

~i(i296-4-63i5A'-|-48oA*)x^6o|co86Ç---|(i68o7-4-98533A'+ii78oA*-h64A«)x':36ojcos7i:. 



xsinAj= 



7^X'-(9^'-+-2oA')x':3 + (i75A-4-A^-hi44AMx':7ajsiiiÇ 

4Ax'-(46'A + i6A')X*:3-h(95A-4-i39A' + i6A*)x*:6|8in2Ç 

9Ax=*-(ii5A-f-7oA»)x':3-f-(695iA + 9865A»-4-i744A»)x':i2o}sin3S 

(59A4.8A')x*:3-(2978A-f-232oA3-f-64A»)x*:3o|8in4Ç 

{i32A-+-38A«)x*:3-(93943A-f-857o5A'4-4944^*)x':36oJ8in5Ç 

(3o27A-|-i3i5A^4-i6A*)x*:3o|sin6^-|(85o33A4-48535A«-hi392A»)x':36oJ8in7r. 
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-hjax' — (8~o/i^)x* + (8o-f-53A'— i6/i*)x' : 12 jcosaÇ 
+ |4x'-(ï8-l-ï4/'')x*-l-(243-+-4o5A'4-4oA*)x': lojcosSÇ 
4-j(84-4A')x'-(ï56 + 373A- + i6A*)x':6}cos4Ç 
4-î(5o-f-54/*')x' • 3 — (625-hi287A'+i2o/i*)x' : 6 jco95Ç 
4-j.(432-h7i5/t'+i6/i*)x': 12 jcos6Ç-hj(24oi-+-5295A'4-28o/i*)x' : Sojcos;?. 

.r'sin/o— -h|4Ax'-+-(8A-i6//^)x*:3 + (9/*-/**-f i6/*^)x" :6{BinÇ 
-J6Ax* — (7'^-^o^'')x'.'6!sin2Ç 

_l_J4^y3__(8o/i-h8/»=')x':3 + (i557/i4-475A'4-i6/i')x':3o|8in3Ç 
-f-{i3yix*-(îi5i/*-h64A^)x':3Jsin4Ç 

4-j(io4A4-8A=»)x': 3 — (727i/*-+-2825/z^-+-48/**)x': 3o jsinSÇ 
H-|(527/i4-9^AMx":6|sin6Ç4-j(6577/*-f-i8i5A^H-i6/j*)x':3ojsin7Ç. 

jr''cos///=6x*-4A'X*- |6x'-(6+8/i')x' + (54-35A^4-i6A*)x':4,|cosÇ 

+ |ox* + (4-h22A^)x*jcos2Ç-|2x'-(9-4/'')x*-H(îi7-i35/i'-i6/i*)x':4icos3r 
-|6x*-(32 + 4/'')x"}cos4Ç-{(i5 + 4A')x'-(ii25H-7o3/j'-+-i6/i*)x': i2}cos5(: 
- (364-22//')X*'cos6Ç — |(i0294-ioo3/i*4-i6A*)x': i2|co87Ç. 

j-^sin/ir=|i4Ax*-(4A+ioA»)x'J8inÇ-J8Ax*-( 17^ + 8^) X'j8in2Ç 

-|3//x'-(i3/i4-22A^)x'|8in3Ç-{4/«X*-(îi4^ + o/i3)X*'J8in4Ç 
-ti7^X'-(36iA4-42A^)x':3|8in5Ç-{(i6iA-i-8A3)x*:3Jsin6Ç 

-|(458/i-h54/i')x':3Jsin7Ç. 

^•♦cos//r ^ <>X* - 8 A' X* - { ï^X* — (4 — 2 A* ) X' I cosÇ 

+ |8x*-(244-4>iMx"|cos2Ç-h{8x'- (36 + 38 /i»)x'jcos3Ç 
4-|2x*-h(o + 8A')x'jco84Ç4-{8x*~lioo-42A')x':3Jcos5Ç 
-|-(24-h4/i')x'co86Ç-+-{(i96-h78A»)x':3}coS7Ç. 

.l'^sinhy = j 8Ax*-l-(io// — SA^Jx' UinÇ — 23/ix*sin2Ç 

-f-| i2/*x' — (62A4-8A»)x' J8in3(;-|-2oAx*8in4Ç 
H- { 4AX'-+- (14/* + 8A') X' : 3 } sin 5Ç 4- 21 Ax' 8in6Ç 
H-|(23o/* + 8A^)x':3|sin7J:. 
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(12), (16) et (18), on trouverait pour calculer rfô, df^ drs et di les formules 

directes : 



(2.) 



^ dt cos>j^ ds ^ I \ n 

do Ksin7 flfR .,,,., ^» 

^r cosJ; ds ^ 1 \ n 

dxs ^r , I dK . , © . .^/Ô 

e— r- = âJvcosu;. ; — h smu; tane-» sin 0-7-5 

dt ^ a de ^ ^2 ^ rfr 

di Tr ûfR \I; flfni I Ç . ^Ô 

. -7- = — aKr— r-H- tan£;-»e-;-4- cosu^ tane-'Sinç-r- 
rf/ dr ^2 dt ^ ^a ^ dt 

La troisième n'est autre chose que la quatrième des formules (2), dont nous avons 
éliminé-^ au moyen de la sixième des mêmes formules. La quatrième des for- 
mules ( 22) se déduit de la seconde des formules (2), en éliminant -j- au moyen de 
la troisième formule que nous venons d'obtenir, et — au moyen de la sixième des 

formules (2). 

Ces dernières formules sont les plus simples qu'on puisse obtenir, puisque, étant 
aussi concises que les précédentes, elles dispensent en outre de calculer les pertur* 
bâtions par rapport au plan de l'orbite de la planète troublante et permettent de 
les déterminer immédiatement par rapport au plan de l'éclip tique. 

sent chapitre, ajouter à ^w et à ^£ là même quantité ^t — Sr'y que j'écris sous la forme 

^t' est donné; SB est connu parla première des formules (21); et la dernière des formules (ig) du 
premier chapitre, art. 9, fournit 

^, ^. sinç' ,^ *,v * / sin(T — Ô) ^ 
^ ' sm<p ^ ' tang(p ' 

on en conclut 

8r - ^t' = j !î^ cos (0 - 0') -h ^4^ cos (t - 0) — i Ut' + tang î sin (t ~ 0) . .^7. 
I smy ^ smy ' ) ®2 ^ ' ' 

Le coefficient de ^7 est celui qui est donné dans les formules (21). Pour transformer celui de ^t', 
je tire du triangle N'NG (PI. I, fg, 3) 

ffs A/\ cos 7 — COS® COS®' , ' , COSo' — COSÇCOS7 
COS(0— 0') = '—, r-^-5 2-, cOS(t — 0) = ^, r-^ -j 

smçsmf ^ ' sm(fsm7 

valeurs dont la substitution donne le coefficient ^^ ? J l ~ Q^?/ — ^ __ — 7 f_ ___ ^ 

^ 2 cos* - 

2 

Réduisant au même dénominateur et remplaçant cos 7 et cos <f' par i — 2 sin' ^ et i — 2 sin' ^ 9 on 
obtiendra les expressions cherchées. 
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Il pourra convenir de ne point confondre les très-petits termes des valeurs de 

e -^ et — î avec les termes principaux , dans le calcul des valeurs particulières de 

e -^ et — mais de tenir compte de leur influence dans le résultat final des per- 
turbations. On substituera alors aux deux dernières des formules (aa ) les suivantes : 



e—r^ = aKcosJ». r- 

(a3) 



dx3\ TA I ï ^R 

— — = aJvcosuf. — r-1 
dt ^ a de 

dsi jjr dK 

-7- = — 2K.r-;-5 
dt dr 



eôzj = e dni -h sin ^ tang ^ • sin (fdO, 

Je = dsi -f- tang-- edts -f- cos^j; tang-» sin çJô. 

19. Pour présenter une application de ces formules, considérons Taction de 
Saturne sur Uranus, et soient les données suivantes : 



Éléments d'Uranus. 


Éléments de Saturne. 


a= 19,182729 


fl' = 9,538 852 


n= 154^5", 645 


n'= 43996^127 


e = 0,046 610 8 


e'=o,o56 i5o 5 


+ = 20 40' 17", 65 


7r'= 89^ 8' 20" 


71= 167.30.24 


(p'= 2.29.35,9 


<f= 0.46.28,4 


e =111.56. 7 


6= 72.59.21 





d'où nous concluons, au moyen des formules de l'art. 9 du premier chapitre, 

y= i°57'9",5 r = 3o6<>2i'4/ 
û)= 167.31.2 T'=3o6.22.a7 

£n rapportant les calculs au plan de l'orbite de Saturne, les fonctions princi- 
pales dont nous avons à former des valeurs particulières ont alors pour expressions 
(les nombres placés entre parenthèses étant, suivant notre usage, les logarithmes 
des coefficients) : 

3KnR={6,590 9396)R, 

siny -^ = — (o,458 47) ^ 8in(«/ — t'). sin (v — t'), 



(M) 



^ = -(0,45847) ^sin(^-T').cos(w-T'), 

§ = (3,2o849)siB(«-co).^-(3,25662)ji-i£i^6^)j^ 

- (4,783 3o)J, 
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e— = — (3,2o8oi)cos(u — o)) --^-f- j 84,342 7 -+- — ^ ■{ sin (v — ^) -j- 

^ =— (2,22661) r— H- (2,367 71) e-^^- (2,23io) siny -^' 

Supposons les deux planètes situées à leurs périhélies, auquel cas on aura : 
logr= 1,2621807, log a' = 0,954 3989; i/ = 89«8'20% «/- t' = i4^V45'53"; 
y=I67<>3I'2^y~T'=22I°8'35^ 

On en conclut par la formule (9), log^ = 1 ,3o4 661 8 ; puis, par la première des 
formules (19), loga = 0,307 781 8, ^^ = ^i^^9^19'> A=i + a*— 2a5==4>3o6969, 

logA"2^= 1,6829141, logB- = 3,903 9769, et par la première des formules (24) , 
3R/iR= 3 1255. Ce nombre n*est autre que la valeur, pour Ç = et Ç'= o, de la 
fonction développée dans la note IV de riNTRODUCTiON , page i47- 

D'après ce que nous avons dit dans cette note, on y a considéré l'expression 3K//R, 
non comme fonction de Ç et Ç', mais bien comme fonction de Ç' — Ç et Ç, et Ton a 
développé d'abord par rapport aux sinus et aux cosinus des multiples de Ç. On a 
rendu ainsi ces premiers développements beaucoup plus convergents, attendu que 
la somme des coefficients de Ç' et de Ç étant nulle dans Ç' — Ç, les termes en sin iÇ 
et cos /Ç, sont alors de Tordre / par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, 
conformément à une remarque faite à Tart. 4, page 269. 

La première des formules (10) donne, log — = — i ,990 887, et on tire des for- 
mules(i9), log — = — 3,700 1 32, log — = -l,3oi 856, log— = 1,292 743. 
La seconde et la troisième des formules ( 24 ) donnent alors, sin y ^ = — 0^229, 

Y^ m — 0,262. Les^ trois dernières formules fournissent, en négligeant les petits 
termes en — » sin y— et e— ? dont il est plus simple de ne tenir compte qu'a- 
près les intégrations : ~ = 35,o65 ; ^77- = 8,094; -j- = i5,45o. 

On trouvera dans l'Addition III, placée à la fin de ce volume, une autre appli- 
cation de cette méthode au développement de la fonction dont dépendent les 
inégalités que Jupiter produit dans le mouvement de Pallas. Le résultat auquel 
nous parvenons dans cette Addition, sera utile pour déterminer la valeur d'une 
inégalité à longue période qui existe dans le moyen mouvement de Pallas. 
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ADDITION PREMIÈRE. 



FONCTIONS AUXILUIRES SERVANT AU DÉVELOPPE.MENT ANALYTIQUE DE LA FONCTION 
PERTURBATRICE (CHAP. IV, ART. 2). 



\,— 'Expressions de x = > de V équation du centre jr^ des puissances et des 

produits des puissances de ces quantités ^ jusqu'au septième ordre inclusii^emenij 
en Jonctions de l'excentricité e=^ ^/^etde V anomalie moyenne Ç. 

Notre but , en donnant ces fonctions auxiliaires et celles qu'on trouvera dans les articles suivants , est de 
faire en sorte que les astronomes puissent consulter, et vérifier au besoin , sans trop de peine , la suite des 
calculs qui ont servi au développement de la fonction perturbatrice. Pour simplifier l'impression de ces docu- 

ments,nou8 désignerons par x la demi-excentricité -, et nous éviterons le mode suivant lequel on repré- 
sente le plus habituellement les fractions ; au lieu de4(-j — -^(-J , nous écrirons 4 x — 17 y^ : 8. 

.r = + 2x'- (îX - 3x*-f- 5x' : 6 - 7x' : 72) cosÇ - (ax'- 16/ : 3 + 4x') cosai; 

— ( 3x' - 45x* : 4 -4- 567x' : 4o) cos32; - ( i6x* : 3 - 128 x* : 5) C0S4Ç 

— {i25x^ • ï^ — 4375x' * 7'^) C085Ç - (108 x' : 5) cos6Ç — (16807 x' : 36o) cos7^. 

r = + (4x - ^X'+ 5x* : 3 -4- I07X' : 36) sinÇ + {5x'- ^x* : 3 -+-i7x' : 3) sina^ 
. ^ (a6x' : 3 >- 43x' : ^ H- 95 x' - 4) sin3i; + (io3x* - ^ - 9o^x' - «5) sin4Ç 

■+- ( 1097 x' : 3o — 5957 x' : 36) sin5Ç + ( i223x' : i5) sin6Ç 4- (47^73 x' * ^^^) sin72;. 

j;' = -4- 2x'- (4x'- 4X* • 3 4- x' ^ ^) cosÇ + (^x'- 8x*H- ^^^x' : 3) cosaJ: 
4- (4x'- I^X'-^ ^43x' : ïo) C0S3Ç -h (8x*- i28xV- 3) C0S4Ç 
+ (5ox* : 3 — 625 x' : 6) cos5i; 4- 36 x' COS6Ç H- (2401 x' ' 3o) COS7Ç. 

•^:^ = -^ (i4x' : ^ - 3x*-h i75x' : 7^*) sinÇ ~ (4x'- 46x* : 3 + 95 x' : 6) sin2Ç 
-(9X'-ii5x':34-23i7x':4o)8in3Ç-{59x*:3-i489x':i5)sin42; 

— (44 X*— 93943x' : 36o) sin5Ç — (1009X' : 10) sin6Ç — (85o33x' : 36o) sin;?. 

y = -+- 8x'+ 9X* : 2 4- 86 x^ 9 -H (20x'4- 4 x'+ 4^1 x' : 18) cos': 

— (8x'— 128X* : 3 4- i57x* -6) COS2Ç — (20 x'— io8x*4-i377x' : 10) cos3î; 

— (283x*:6 — 4294x*: i5)cos4Ç — (112x^—13897 x': i8)cos5Ç 

— ( 24269 x^ : 90) cos6Ç — (59197 x' ' 90) COS7Ç. 
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•^ = +6x*-(6x'-6x'4-5x':4)cosÇ4-(ox*-h4/)cos2Ç-(2x'-9X'+a7x':4)cos3Ç 

- (6x*~ 3ax*) C0S4Ç - { i5x*- 375x' : 4) cos5Ç - 36x* cos6Ç - (343x' :4) COS7Ç. 

^^y = + (4x'+ 8x' : 3 + 3x' : ^) sin?; - (6x*~ 71 yj : 6) sinaÇ 

4- (4x' - 8ox' : 3 -^ 5i9x' : 10) sin3Ç 4- ( i3x* - 25i x' : 3) sin4^ 

+ ( io4x* : 3 — 7^7^ yJ • 3o) sin5Ç -f- ( 5a7x* : 6) sin6Ç + (6577 x' - 3o) 8in7Ç. 

^y = -f- 4x*-^- x'- («x'- 37X' : 3 + 277 x' : 36) cosÇ - (32X* - 91 x' : a) C0S2Ç 
4- (3x'— i83x' : 2 H- 3573x' : 20) cos3Ç + (28 x*— a57x') CO84Ç 
-h (475 x' : 6 - îi586i x' : 36) cos5Ç 4- (421 x' * ^) cos6Ç4- (98533x' : 180) COS7Ç. 

y = 4- (48x' - îi6x'-h a47X' : 6) sinÇ 4- (i^ox* - 693 x* : 4) sinaÇ 

- (i6x'— 3o7x*4-6i23x' : 10) sin3Ç — (6ox*— 820x*)sin4Ç 

- (ï79X'- 67i23x' • 3o) sin5Ç ~ (1989 x' : 4) sin 6Ç - (40249 x' - 3o) sin7Ç. 

.r* = 4-6x*-(i6x*-4x')cosÇ4-{8x*-24x')co82Ç4-(8x*-36x')cos3Ç 

4-(2x* — ox*)cos4ÇH-(8x* — loox': 3) co8 5Ç 4-24x*C086Ç4- (196X' : 3) cos7^ 



j'V=4-(i4x'-4x')sinÇ~(8x*~i7X*)sin2Ç-(3x*-i3x')sm3Ç 

-{4x*-24x')sin4Ç-(i7x'-36ix':3)8m5Ç-(i6ix*:3)sm6Ç-(458x':3)sin7?. 

xV^ = 4-8x*4-iix':3 4-(8x'4-5xMcosî;4-(ox*-53x*:6)cos2Ç4-(28x'-8ix')cos3Ç , 

- (8x*- 3:/3x':3)cos4Ç — (36x'— 429x')co85Ç — (7i5x":6)cos6Ç — 353x'co87i:. 

''/ = -i-(4ox* — X'- i2)sm(; — (32 X* — 139 X*) sin 2Ç- (140 X* — 1973 x' -4)810 3Ç 

4-(i6x*— 464x*)sin4ÇH-{76x'- I7i4ix' • i2)sin5Ç4-263x*sin6Ç4- (9707 x' : I2)sin7? 

/ = 4-96x*+ 392x^ 34- (3aox*4- 874x' : 3) cosÇ 

- ( i28x' - 788XM COS2Ç - ( 480X* - 2322X') C0S3Ç 4- (32x*~ 1496XM COS42; 
4-(i6ox*— i3358x':3)cos5Ç4-(i732x':3)co86Ç4-(55i8x':3)coB7r. 

x^ = 4-20X*— (20X*— i5x')co8Ç-Hïox'co82!; — (iox*--45x')co8 3Ç 

- 20x*cos4Ç — (ax^4-25x')co85Ç— iox*co86Ç — 35x'cos7Ç. 

.r*>r = -^_ ( 8x'4- lox') sinç - 23x'' sin2Ç 4- (i2x* - 62x' ) sin3Ç 

4-2ox'sin4Ç4-(4x* + ï4x':3)sin5Ç4-2ix"sin6Ç4-(23ox':3)sin7?. 
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X* i-^ =• 4- 



X' y" 
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8x'-(«6x'-35x':2)co8Ç-44x'cos2Ç-h{8x'-i35x':2)cos3r 
-8x*oos4Ç + (8x'— 7o3x':6)cos5^-h44x'cos6?;-h(ioo3x':6)cos7Ç. 

-(32x'H-x')sinÇ-4-20x'sin2Ç4-(i6x' — 95x')sin3^ 
-i28x'sin4Ç — (i6x* — 565xM sin5^ — 92x'sin62: - 363x'sin7r. 
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•^/ -^ + ox*- (64x'-f- '-^8x' : 3 ) cosÇ - 320X* COS2Ç + (96X' - ii64x' ) C0S3Ç 

+ 5i2x'cos4^-(32x'- 5876x':3)cos55; — i92x*cos6Ç^-(2356x': 3)cos7i:. 

y =r -f- ( 640 X* — aoo x' : 3 ) sin Ç -h 2000 x® sin 2 î; — ( 32o x* — 6960 x' ) sin 3 Ç 

— i6oox^sin4Ç-f-(64x*— 17800 x' : 3 ) sin 5 Ç + 400 x'' sin 6 Ç+ ( 5o8o x' : 3) 51117;;. 



^•• = 4- 



x^ y. 



.r*/ : 



X=/ : 



20 X* — 60 x' ces Ç -f- 3o X* cos 2 Ç -f- 12 x' cos 3 2; H- 12 y^ cos 4 i; 
-+- 36 x' cos 5 (^ -+- 2 X® cos 6 î; H- 12 x' cos 7 Ç. 

: -h 35x' sinÇ — 20x*sin2Ç-Hi5x'sin3(; — i6x*sin4Ç — 45 x' sin5Ç 

— 4 x" sin 6 Ç — 25 x' sin 7 Ç. 

: -hi6x'-l-4x'cosJ;-h8x*cos2Ç + 76x'cos3Ç — i6x' co84^ — îi8x' cosSî; 

— 8 x'' cos 6 Ç — 52 x' cos 7 Ç. 

: 4- 60 x' sin Ç — 48 X* sin 2!; — i32x' sin3i;-|-ox*^sin4Ç — 84 x' sin 5:; 
-h 16 X* sin 6 Ç -4- 108 x' sin 7 !;. 

: 4- 64 x*-M6o x' cos Ç — 32 x* cos 2 Ç 4- 96 x' cos 3 i; — 64 x* cos 4 <; 

— 480 x" cos 5 2; 4- 32 x" cos 6 J; 4- 224 x' cos 7 Ç. 



^/=4- 



240 x' sin Ç — 320 x® sin 2 Ç — 1744 x' sin 3 Ç 4- ^56 x* sin 4 i; 
4- 1648 x' sin5:. — 64 x' sin6Ç — 464 x' 8in7Ç. 



j>-* = 4- 1280 y^ 4- 4800 x' cos 2; — 1920 x*' cos 2 Ç- — 8640 x' cos 3 Ç 

4- 768 x* cos 4 Ç 4- 4800 x' cos 5 Ç — 1 28 x" cos 6 i; — 960 x' cos 7 ^. 



J7' = 
X*/ = 

xr*f=z 

x'y-. 

Xf: 

f ■ 



— 70 x' cosÇ 
4- 20 x" sin î; 

— 4ox'cosÇ4 
4-48x'sinÇ4" 

— 96 x' cos C 4 
4- 320 x' sin J; - 

— 640 x' cos Ç - 
4- 8960 x' sin i; 

I. 



— 42 x' cos 3 Ç — i4 x' cos 5 Ç — 2 x' cos 7 C. 
-4- 36 x' sin 3Ç 4- 20 x' sin 5Ç -+■ 4 x' sin 7?:. 



8x'cos3Ç4-24x'cos5Ç4-8x'cos7?. 
48x'sin3Ç- i6x'sin5Ç — i6x'sin7Ç. 
96 x' cos 3 Ç 4- 32 x' cos 5 Ç — 32 x' cos 7 ?. 

- 64 x' sin 3 Ç — 192 x' sin 5 Ç 4- 64 x' sin 7 i;. 

h 1 152 x' cos 3 Ç — 640 x' cos 5 Ç 4- 128 x' cos 7 ^. 

— 5376 x' sin 3 Ç 4- 1792 yj sin 5 Ç — 256 x' sin 7 Ç. 

• 



u 
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II. — Expressions de af'^ cos hy et af^^ sin hjr, calculées jusqu'au septième ordre, 
en Jonctions de V excentricité e=ii-^etde V anomalie moyenne Ç. 

cosAr=4-i~4A^X'-(9A'-i6A*)x*:4-(43A'~49^'*-+-i6A«)x^9 

|ioA*X'-+-(6A' — 4oA*)x':34-(42i A* — 437/1* 4-240 A«)x': 36 jcosÇ 
|4/*'x'~(^4A*-|-i6A*)x*:34-(i57A»4-394A* + 32A«)x*:i2}cos2Ç 
|.ioA'x'— (54/i'4-2oA*)x* + (i377A'+i935/i*4-24o//«)x':îo}cos3Ç 
j(283A'-M6A*)x*:i2-(4294/i'-f-i87o/i*-h32A*)x':3o}cos4Ç 
{ ( 168 Â^ 4- 20 A*) x' : 3 - (13897 7**4-6679^*4- 240 A«) x' : 36 1 C0S5Ç 
{(24269^» 4-4330 A*4-32A«)x': i8o}cos6Ç 
[ (59197 A* 4- 13795 A* 4-240 A«) x' : 180 j C0S7 2;. 



4- 



sinAj= ■ 



4- 
4- 



j:C0sA7=4- 



x%\ïihy= 4- 



4Ax~(2A4-8A')x^4-(5A4-I3/^^4-I6A*)X*:34-(I07A-247A'~îioA^-64/r)x^•36jsini: 
5Ax'— (22/i4-6o/i^)X*: 34-(i36/*4-593A'4-4ooA*)x*:24|sin2Ç 

(26/*4-8A^)x':3-(i29A4-3o7/i^ + i6A*)x':64-(i425A4-6i23/i\4-298oA*4-64A')x':6o|sin3: 
(io3A4-6oA*)x* : 6 — (902/14- 2o5o A* 4-200 A*)x\* i5|sin4Ç 

(io97A4-895A'4-i6A*)x*:3o-(29785A4-67i23A'4-89ooA*4-64A')x':i8o}sin52; 
(9784A4-9945A'4-4ooA*)X*: i2ojsm6Ç 
(236365A4-28i743A^ 4-17780 A^4-64A')x' : i26o|8in7Ç. 

iX' — aA'x* — /i'X*- ^ ■ 

^X-(34-4/'')x'-4-(5-f-37A*4-i6A*)x*:6~(74-277A»-28A*4-64A«)x':72|cos^ 
2x*-(i6-f-48A*)x*:34-(484-273A*4-i6oA*)x":i2|coS2Ç 

(34-4A')x'-(454-i83A>4-i6A*)x':44-(567 4-3573A'4-i94oA*4-64A«)x':4ojcos3r 
(i64-4aA')X*':3-(7684-3855A*4-64oA*)x':3o|cos4Ç 
(i25^475A*4-i6A*)x*:i2-(43754-2586iA'4-5876A*4-64A«)x':72|co85Ç 
(i2964-63i5A'4-48oA*)x*:6o|cos6Ç-{(i68o74-98533A»4-ii78oA*4-64A«)x':36ojcos7r. 

7^X'-(9^'4-2oA^)x': 34-(i75A4- A^ 4-144 ^MX' :7a jsinÇ 

4Ax'-(46A4-i6A^)x*:34-(95A4-i39A»4-i6A^)X*:6|8in2Ç 

9Ax='-(ii5A4-7oA»)x' :34-(695i A4- 9865 A» 4-1744 >iMx':ïao|sin3Ç 

(59A4-8A^)x*:3-(2978A4-232oA^4-64A>)x«:3o}sin4Ç 

(I32A4-38A»)x^•3-(93943A4-857o5A^4-4944A')x':36ojsm5Ç 

(3o27 A4- i3i5A» 4- i6A*)x*:3ojsm6Ç-j(85o33A4- 48535 A^ 4-1392 A»)x':36oJ8in7Ç, 
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.r-cosfir= 4-2x' — 4/** X* — ( ïï ^'' — ï6/**) x' : 6 

-t4x' — (4 — ï^^'f')x*- 34-(i-M5Â'-4p/'*)x' -^jcûsç 

-hJ4x'-{i84-i4/'')x' + (M3-h4o5A^4-4oA*)x': iojcos3Ç 

4-|(8-f.4A')x'-(256 + 373A--hi6/i*)x':6Jco84Ç 

+ 1 (5o-h54 A') x' : 3 - (625-+- 1287 A' 4- 120 A*) X' : 6 j C0S5Ç 

-l-}4432 + 7I5/^'+I6A*)x•: 12 |cos6Ç-+- j (24oH-5295A'-l-28o/i*)x' : 3o}cos7Ç. 

x=sin/(>— -h|4^X'-+-(8A---i6A^)X*:3-4-(9/i--A^-f i6A*)y;:6{8inÇ 
-J6Ax*-(7ï^' — ^<^''')x*'6|8in2i; 

_|.J4/4^_(8oA4-8/»^)x':3 + (i557/»-+-475A'4-i6/i*)x':3o|sin35: 
-+-ji3/ix*-(a5i/*-h64/iMx':3 jsin4? 

-l-{(io4A4-8A^)X*: 3-{727i//-l-2825A^-+-48/r'^)x' : 3o jsinSÇ 
-f-|(527/i-+-9îi/«')x'*6Î9in<>^ + |(fi577/i+i8i5/i^H-i6/i')x':3o jsin7{:. 

a'Vos/*/=6x*-4A'x'~{6x'-(6-l-8A')x* + (54-35/**4-i6À*)x':4,|cosÇ 

+ |ox* + (4-+-a2/*')x'|cos2Ç-{2x'~(9-4/'')x'-H(a7-i35A-^-r6/i*)x':4Jcos3i: 
-|6x*-(32 4-4/i')x'}cos4Ç-{(i54-4/'')x'-(ïia5H-7o3A'4-i6A*)x': lajcosSÇ 
- (36 + 2îi/*')x''cos6Ç — |(io294-ioo3A'4-i6A*)x': i2|co87Ç. 

.x'^sin/<r=|i4Ax'-(4/'H-ioA^)x'}sinÇ — J8Ax* — (ï7^ + 8^)x"j8in2Ç 

-|3;^X*-('3/H-22A^)x'}8in3Ç~{4Ax*-(î*4^4-o^)X*}sin4Ç 
-ji7//x*-(36iA + 4aA')x':3|sm5Ç-{(i6i/i-h8A')x':3J8in6Ç 

-|(458/i4-54A')x':3Jsm7Ç. 

^■*cos/ir=^ 6X*- 8^'X"- { ï^X* - (4 — a^*) x' | cosÇ 

4-J8x*-(a44-4A')x'|cos2Ç-h{8x'-(364-38A')x'jcos3Ç 
+ |ax* + (o4-8/*»)x''jco84Ç-f-{8x*-(ioo-42AMx':3|co85Ç 
-h(24 + 4/'')x'co86Ç4-{(i96-f-78/*')x':3|cos7Ç. 

.r*sin/iy = } 8Ax*-h(ioA — 8À*)x' jsinÇ — %3hx^sin%K 

-f-| i2/ix' — (6a/i4-8A*)x' | sin3J;H- 2oAx"8in4Ç 
H-{4Ax'-H(i4^-+-8A*)x': 3Jsin5Ç-l-aiAx'8m6Ç 
-h|(23o/i + 8A^)x':3|8in72:. 
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.T-' CQS/iy — 20 x" — [ 20 X^ — (l5 -h 20 /t- ) X' j COSÇ + lO X* COS 1 Ç "' 

- { lox'- (45 — 4/*') X' jcos3J; — 2ox'cos42; 

- { 2x'4-{25-hi2/r)x'|cos5? — iox"cos6J: ~ (35-{- ^h') yU'Osyt. 

.r* sin//r — 35/ix' sinÇ — lolr/j s>\ïi7.'C + i5//x' sinSÇ — iG/^x* 8in4 ? 

- 45 h x' sin 5 1; — 4 ^' x" sin G J; — 25 // yj sin 7 2:. 

,G 

.r* ces //v =^ 20 X* — 60 x' ces î; + 3o x*^ cos 2 Ç H- 1 2 yj ces 3 J; 4- 12 x' ces 4 "^ 
-h 36 x' ces 5 ^ -h 2x®cos6?-h 12 x' ces 7?. 

.r* sin hr ~ 20 A x' sin Ç + 36 A x' sin 3 Ç H- 20 /i x' sin 5 i; -h 4 ^' x' ^^^ 7^- 
.r" cos/tr — — 70 x' ces 5; — 42 x' COS 3 i: — 14 x' cos 5 ':; — 2 x" cos 7 1. 

III. — Expressions de -, jt-^, et -, 7—— en jonctions de L excentricité e = 3 r 

et de V anomalie moyenne XJ , jusqu'aux termes du septième ordre. 

^■^^.= I -4''x"-(i7''-ï6/«)x'*:4-(i82/'- i46/*-f-32/^)x": 18 

^'>-\ x'-(ï + ï4''jx"-^-i-(ï — 47''+96'*)x"-ï^ — (ï + ^^53i'— i67o/*-h544'')x"- '44 | cosr' 
-i 2Jj;2H-2/')x''-(8-4-56£=-4-8/*)x'*:3H-(32 4-i7ii' + 538i*+32i«)x'':24 JCOS22:' 
-f-•2{(9^-I4/')x'':îi-(8I4-439l'4-96^*)x'':8 + (729 + 5237^'4-58IOl*4-544'')x'■:8o|co^ 
-h^ 2 I { 256 4- 499''-!- i6i* ) x'* : 24 — (1024 + 4947 1' 4- 1295 «* 4- 16/«) x" : 3o | cos4 ?' 
-f 2|(625 4-i4ii''+96i*)x":24- (i5625-l-7i445''H-2077o/*4-544/^)x":i44 jcos5^' 
-h'^l (23328 -h 586191 = 4- 6010 /* 4- 32i«)x'° : 36o|cos6î:' 
4- 2 I (1176494- 32i357i'4-432io/*4- 5441') x" " 7*^ j C0S7r'. 
Le second membre doit , pour Ç' = o , se réduire à 

-1—, = i-i^c'-^ 6'" 4- 6''^ 4- e'» 4- e'' 4- c" 4- v'\ 
Ce qui fournit une vérification. 

î^î^|^-2J2ix'-(5/4-8<^)x'':2 4-(4/4-i7/'4-i6i^)x'':6 4-(75/-363i=»4-8/*- j sin^' 

4- 2 j 9/ x" : îi - ( 3ii 4- 38*? ) x'* : 3 4- ( 320f 4- 877 1=4- 464 i' ) x" : 48 j sin 2Ç' 
4-2J(65i4-8i^)x'':6-(429/4-463/^4-i6/^)x'':i24-(9549/4-2Ô4ii/^4-7768r''+i28/')x'':2^^ 

4- 2 j (-3231 4- 761') x'*:ï2- (1733/4- 17651^4-1 161* )X": i5Î8in4 2;' 

4- 2 I (40871 4- i355i^4- 16/') x'^ : 60 — (*2590o5i 4- 257931 1 ^4- 23320 1*4- 128/' ) x" '- 1'^^ \ sin 5':' 

4-2J(4i872/4-i7365i^4-464'Mx":'4o|sin6J;' 

-4- 2 { ( 2271429/ 4- 1 107771 1^ 4^ 46648/^4- 1281' ) x" : 5o4o' j 8in7 i;'. 
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cos/r' ,4' • 

i-^,r'V = '-^(^-4'Mx"+(îi4-4''+i6/*)x'*:4-h(36o-599/*+242r*-32/^)/;^:i8 ^ 

-f- 2 j 2x'+ ( 3 - gi') /'-H (65 - loi l'-f 56i*) /^ : 6 j cosÇ' 

4-2J(5 + 2/')x" + (i6~i6oi3-i6/*)x'*:6 + (252~2i7i^4-333/*-f-i6/^)x": i2}cos2i;' 

4-2}(iÏH-9'')z"-(^5-h343i»-^56/*)x'':4icos3^' 

+ 2 j (824 +'763/^4- 161*) x'* : M - (3096 + 168791'+ 33901*+ 32i«) x" : 60 j C0S4J:' 

+ 2 j (1097 + i23i /'+ 56/*) x" : 12 } C0S5Ç' 

+ 2 I (88o56 + 113774''+ 7930/*+ 32/«) x'* : 36o j cos6^'. 

Le second membre doit, pour Ç' = o , se réduire à 

-— -Î-7Y, = i + 26>'+3^''+4^" + 5e'*+6é?'^+7(?'«. 



sin / > 



^^;.,,. -- '2 j 2/x' - ( 2/ + 4 '' ) x"-~ (i-5P- iQi' ) x" : 6 j sinÇ' 

+ 2 1 13/ x" : îi - ( 72/ + 92/' ) x'* : ^ ■+- 1^361 + 697^'+ 528/* ) x" : 48 | sin 2Ç' 

+ 2 } (i 16/ + 81^ ) X" : 6 - ( 637 ' + 635 i' + 16 /* ) x" : 12 | sin 3 C 

+ 2 I (6691 + 921^) x'* : Ja - (6145/ + 533o/=»+ 264?') x" '. 3o j sin42;' 

+ 2 j (9497' + 1895/' + 16/' ) X" : 60 ) j sin 52;'+2J (106860/ + 27265 /^ + 528/') X': Mo |sin6!:'. 

-— -1-^ = - 2x'' -- (6 - 6/' ) x'* - (120 - i39£'+ 32/* ) x'' : 6 

-2iz'+{7-4'')x''* ^ + (129- i55/' + i6/*)x'':i2 + (535i- 6523/^ + 1852/* -64'*)X'': 144 jcos?' 

— 2 j 3x"+ (32 - 48/') x'* : 6 + (472"+ 6o5/'+ 128/*) x" : M \ cos'iV 

— 2| (i7 + 4/')x":a + (3i — 247/'— i6/*)x":« + ( 3201 — 2517/' + 1780/*+ 64/') x": 80 j.cos3r 

— 2 I (142 + 66/') x'* : 6 — (1048 + 6985/^+800/* ) x" • 60 I C0S4Ç' 

— 2! (i569 + io5i/'+i6/*)x":24 — (i76i7 + 6io5i/' + 9o44/*+64/«)x" : i44 IcosSC' 

— 2| (21576 + 18385/' + 640/*) x": i2o[cos6Ç' 

— 2 I (355o8i + 36o523/'+ 19940 /* + 64 /«) x" : 720 | 0087^'. 

Le second membre doit , pour i;' = o , se réduire à — e' — 2 ^" — 3 6'" — 4 ^'* — 5 r' ^ — 6 r" — ye' \. 



'^^ J;\ =-^[ ix'' ' ^ — (5/ + I2/*) x" : 6 - (175 / + 169/^- 240/^) x" : i44 | sini;' 

— 2 j 2ix"— (10 /+ 16/^) x'* : 6 - (21 / + 45/- - 16/') x" : 12 j sin2r 

— 2{ i7/x'':2— (io4/+86/^)x'':6 + (629/ + 635/^+624/*)x":8o;sin3J;' 

— 2 I (173/ + 8/^) X'* : 6 — (2679/ + 1800/3+ 32/!^) x'^ : 3o j sin4Ç' 

^ 2| (541 /+ 54/Mx" : 6- (267487/ + 164785/^+ 6096 /^)x'': 720 j sin 5 r 

— aj (i6247/ + 2475/=» + i6i*)x'":6o|sin6r— 2 j (571801 / + ii5375/^+ 1776/*) X" : 720 } sin 7Ç'. 
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y _ 



_-£g^^,^.(6-4*-)x"-+-(i2o-8ii-+i6/Mx":4 



-4-2J 3x'4-(27 — a2î*)x'^: 2 4- (783 — SaSi^ + 128/*) x'* : 12 la» 2;' 
4- 2 j (9-1-21^) x'^-h (168 - 2081» - 161* ) x'* : 6 ! CO82Ç' 
-}-2}(53 + 22i')x'':2 4-(393-94ii*-i28i*)x'*:8 JC083Ç' 
-h2{(i848-hio75i'+i6/*)x'*:24|cos4^'H-2|(53i9 4-3873i' + ia8e*)x'*:24}co85Ç'. 

Le second membre doit, pour Ç' = o , se réduire à i + 3 e'-\- 6^'* 4- loc'* -h i5e'* 4- 21 e'K 

4-2} i7ix'':2 — (28i4-io8/')x'*:6|8in2Ç'4-2J(i79/4-8/')x'':6-(5i9i4-823i'4-i6/*)x'':i2|8in3*:^^ 
4-2 j (ii65i 4- 108/') x'* : 12 I sin4Ç'4-2 I ( 181971 4- 261 5 «'4- 16/^) x'* : 60 j sîn5r. 



•j.jr coso 



8 x'='4-(48 - 2oi') x'*-4- (240 - I22z'4- 161*) x" 
4-2 J2x'4-(2i - 4i')x"-+-(653- 323/^4- 16/*) x":6JcosÇ' 
4-2J 8x''4-(i52-48/')x'*:34-(i44o-8i6i*4-56i*)x":6|cos2J;' 
4-2|{27 4-4i')x"4-(443-255i^-i6i*)x'*:4|co83Ç' 
-^ 2 I (256 4- 78i*)x'* : 3 4- (6192 - 77701' - 88oi*)x" : 3o j cos4^' 

4- 2 j (3i25 4- i4ii '*4- i6i*)x" : 12 I cos5Ç' 4- 2 | (23328 4- i368o/'4- 36©/*)x" : 3o j cosOr. 
Le second membre doit , pour Ç' = o , se réduire à 2 ^ ' 4- 6 ^' ^ 4- 1 2 ^?'^ 4- 20 e'* 4- 3o <?' * 4- 42 c' ^ 



. ' ^-^'^^^^y _ 2 i Si/'-H (21 / - 28iMx"^ : 3 ! sinÇ' 

-i-2|4'x'*+(44'-i6/*)x'*:3 4-(ii6i-209i='4-i6i^)x":6 jsin2(:' 

4-2Î2izx''4-(59i-94i')x'*:3Jsin3C 

4-2 j (2481 4- 8«')X'*: 3- (81414-21201* 4-321* )x'*: i5Jsin4Ç' 

4- 2 ( 870! 4- 62/*) x'' : 3 I sin5Ç' 4- 2 j ( 286921 4- 3i75i' 4- 161*) x'* : 3o j sin62;'. 

Zl^2îijl ^- .2 x"4- ( 18 - 4'')x'*-+- (600 - 2271'+ i6i*)x'' : 6 
1^1 4- ■«^r 

-t-2 } 7x"4-(262 - 84i')x'* : 6 4- (5371 - 2259/' 4- 224/*) x" : 24 | cosJ;' 

f-2 j x" 4- 20 x'* 4- (2408— 1027 1*— 161*) x'*: 24 JC082Ç' 
-h2{5x"H-(io3-2i')x":24-(88ii-4975«'- i6oi*)x" : 4o | cos3î:' 
-i-2{(i9-h2i*)x'*-h(i448-i57«*-i6i*)x'^i2}cos4Ç' 
_^ 2 I ( 389 4- 90/') x'* : 6 4- ( 5983 - 2235i' ~ 288i*) x" : 24 j C085Ç' 

4- 2 I (5oi6 4- I795r4- 161*) x'* : 24 j cosôÇ' 4- 2 | (78077 4- 373951*4-8001*) x" : 120 | C0S7?'. 
Le second membre doit , pour ^' — o , se réduire à c" 4- 3 e" 4- 6e'* 4- loe'* 4- i5 c" 4- 21 e'\ 
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4-2J 2ix'^+(i63/— 8i')x'*:6 4-(927J — a945/*4- i6i*)x":6o j.8in3J;' 

-h 2 j i5ix" : 2 + (373i - 64/') x" : 6 j 8in4^' 

+ 2J(329i-l-8i')x":6 + (5239i-36o5/3~48/*)x":6o jsinSÇ' 

+ 2J (24891 -f- 1401^) X'*: i2|^8in6Ç' 4-2J (434i7«-4-39i5j'-f-ï6i*)x":6o|sin7Ç'. 

cos I r' ( \ 

(7Iir^« = + i + (iti~4i')x'' + (36o-i3/i^4-i6i*)x'*:4+2J4x'+(34-i^ 

+ 2 j ( 144- 21^) x" 4- (268 — 128/^ - 81*) x'* : 3 I CO82Ç' 
-f-2(46 4-i3i»)x"cos3?;'4-2|(3496 4-i435i^-4-i6i*)x'*:24Jcos4Ç'. 
Le second membre doit , pour Ç' = o , se réduire à i + 4 <?' -4- 10 e'* -4- 20 e'^+ 35 <?'*. 

^-515i^^ = 4-2 { 21 x'+ (5i- 41^) X'' I s^^ 

-+- 2 { (1271 4- 4'')x" '. 3 j sin3C4- 2 { (i835i-+- i24i')x'* * '^ } ^i^i^'- 

+ 2|3x'4-3(4i-4i')x'':^ + (i957-539i^-+-i6i*)x'*:4lcosÇ' 

4-2ii5x''-^(i84-24/')x'*|cos2Ç' + 2{3(39+4'')x'':a+3(i347--247i'-i6/*)x'^8Jcos3r' 
+ 2(2o6-4-45i')x'*cos4Ç'-f-2|{54854-i8i9i»4-i6i*)x'*:8|cos5Ç'. 

Le second membre doit , pour Ç' = o , se réduire à 3 e' + 12 c'* -f- 3o e'' -h 60 c'* 4- io5 ^' *. 

-^^|i^ = H-2|27ix'':2 4-(ioii-44'*)x'':^jsinÇ' + 

-i-2|75ix'':2-+-(375i-i02i^)x'*:2|siii3Ç'4-2| (335iH- 8i«)x'*:2 } sin4Ç'4-2(649« + 35/')x"sin5(:'. 

^^J^^'Y = + ^ X"-4- (ïo8 - 121') x'*+ {1800 - 395i^4- i6z*) x" : 2 

4- 2 I 3ox''-4- ( 326 - 54iMx'* j cosÇ'-f- 2 I 3x''-f-io8x'*H- (7208 - i483r - i6i*)x'* : 8 I C0S2Ç' 

4-2{i8x'^+{339-h3£^)x''^}cos3Ç'+2{(78 4-6i»)x'*+(3896 4-iii"'-i6/*)x":4!cos4 2;' 
4-2(295 4-5ii')x''cos5Ç'4-2 j(828o4-225ii'4-i6/*)x'*:8|cos6Ç'. 

Le second membre doit, pour Ç' = o, se réduire à 3e'^4- i2<î''4- 3o^'*4- 6oe'^-h ioS^''". 

4-2|6ix''-f-{i58/~4'')x'*îsin3Ç'4-2{87tx'*:2 + (io2ii-64i»)x'':2|8in42;' 
■+- 2 (214/ + 4«') :>;'* 8in5Ç'4- 2 1 (3555/4- i56i^) X'^ : 4 j 8in6Ç'. 
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-hi\ i6x'*-4-{2oo-i9i')x''jcos2Ç'-h^jx"+(i'^3-h4''')x":a + (449i- 583/'-i6z*)x'^: 8 j cos3r, 

H- 2 (i36 H- 19/' ) X" cos62;'H- 2 j (i2o85 + 2731 r4- 16/* ) x" : 24 I COS7Ç'. 

Le second membre doit , pour 2;' = o , se réduire à 6*'^ 4- 4 1'* 4- loe*'^ -|- 20^?'* 4- 35 r". 



r'^SIllM 



^^^ii^--. 4-i;9iX'^4-(47'-ïi'Mx'Msin^'-^^ 

4-2{5i/x'':î* + (3o9i — 54/')x"-^!sin3r+2(2/x'*-^ïo8/x")sin4^' 

4- 2 j 33/x" : 2 4- ( 22451 - 10/' ) x" : 6 } sin52;'4- 2 j { 533* 4- 8/^ ) yj' : 6 | sin6Ç' 

4-2J(ii84i4-43i')x": 3|sin7(;'. 

^^^^'''^'\ - 4- I 4- (20 - 4'') X"+ ^ I 5x'H- (i35 - 3o/') x" : 2 j cosÇ' 
4- 2(2o4-2i')x"cos2î;'4-2 j(i45 4-3oz')x" :2 jcos3(;'. 
Le second membre doit, pour Ç' = o, se réduire à i 4- 5^' 4- 1 5e'' -h 35 1-". 

_fiîli2_ ^ 4- a I îii j^'_f- ( 23i _ 8i») x'' : 2 I sinr4- 2( 251 x' : 2) sin2^'+ j ( 341 / 4^ 

i:!i£^ ^ 4- 32 x'' 4- ( 480 - 72 1^^ 

-h2{24x"H-^{7o4-48/')x'*:3Jcos2r 

4-2(io6 4-8i')x"cos3Ç'-h2{ 2 (616 4- 102/') x'* : 3 j cos4Ç'. 

Le second membre doit, pour ç' = o , se réduire à 4 1»' 4- 20 c" 4- 60 r?" 4- 1 4« ^"• 



4./ smM 



4-2(26ix")sin(;'4-2{8ix"4-2(224/--i6i^)x'*:3 jsin2Ç' 



4-2{58/)x"sin3Ç'4-^J2(434i4-8|3)x'*:3|sin4^'. ' 

4-2(6x''4-336x'*)cos2i;'4-2{ 42x" + (i22i4-i8/')x" |cos3J;' 

4-2(2o4 4-I2/')x'*cos4Ç'-+-2{845 4-I^4'')x'*cos5Ç^ 

Le second membre doit, pour i;'= o, se réduire à 6<r"4-3oe''4-90 6r'*4- 2io<'''. 
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+ 2|i2ix''H-(5o5i-8i»)x'*jsin32;' + 2(99i>;*)sin42;'H-2(539/-+-8i»)x''sin5;:'. 

-h2J32x'* + (i376 + 72i')x'* jcos4Ç'-4-2(i7o4-8/')x''cos5i;' 
-4-2(752-1- 84i^)x'*cos6Ç'. 
Le second membre doit, pour Ç'= o, se réduire à 4e?'^+ 2oc'*-h6otf'* + i4o6r'*. 

4-2(i26/x'*)sin3r.'-f-2(8ix'*-4-632ix'*)sin4Ç' 

+ ^(74'x")sin5?;'4-2 j 2(656/ -h 8i^)x" : 3}sin6'(;'. 

'Ij!|î^=+6x'^ 

4-2J4x'*+(ï88r^'')^'*l^°^^'^'"^''h9X''+(i389-i8/')x":2Jcos3r 
4-2}x'*+(i4o-h4'*)x" jcos4Ç'4-2J9x'*+(3365 + 222i')x":6Jcos5r 
-h2(52-}-2/.')x'*cos6J;'+2|(i47H-i38i*)x": 6 JCOS7Ç'. 
Le second membre doit, pour Ç'— o, se réduire à ^'*H- 5éf"-|- i5tf"-h 35e". 

jj-p-p-jï- = + 2 I 4«x"+ (i35i - 8/>)x" : a I 8mÇ'+ a(77iz" : a)8inaÇ' 
-+-aJ6/x"+(4o3<-8j»)x":ajsin3Ç'+a(5ojx")8in4Ç' 
+ 2|2ix"H-(l589i-f-8i')x":6Jsin5Ç' + a(4«*x":2)s'i>6!;' 
4-2|(785« + 8J')x":6{sin7Ç'. 

^iJ^.= +i + {3o-4/^)z" + 2(6x')cosi;'+a(a7+-i/')x"co62Ç'. 
'•^,,, = +2(aix')sinÇ'4-2(a9Jx" : i)6\aiC,'. 



(i + x' 

:^^^^^î;=^' = + 5ox"+a| 5x'+5(99- 4'')x" : 2 I c08Ç'+a(35x")cosa?' 
+ 2j5(69 + 4,-')x'-':2}cos3Ç'. 

"^^^"?.7' =+a^85tx":2)sin^'+2(io«x")8inaS'+a(i65ix":a)gili3!;'- 

I O x" ' ces / V ' 

/.'_L- J\^ ^4-2ox^'-h(9oo-^4o/*)X^*H-2(i6oy;Mcosy-h2(iox"+8oox'*)cos2i:^ 
^i -t-x ; 

H- 2 ( 80 x") cos 3 J;' -f- 2 (43o -f 20 r ) x'* C08 4 ^'. 

I. 45 
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r'^ i'r\ 



-haj i6x'*-l-(2oo— i9i')x'*jcos2Ç'4-a{x"-f-(i23-h4'')x"-^ + (449i- 583/'-i6«*)x": 8 j cos3r 

-f-2(i36 + i9i')x'^cos6Ç'-f-2 j (i2o85-h273ii'-|-i6i*)x" 1^4 jcos;^'. 

Le second membre doit , pour Ç' = o , se réduire à c" -+- 4 c'* + lo e' ^ -h ao é?'* -h 35 r". 



'[.^^'y - +*;9'X'^ + (47'-ii'-Mx"îsinÇ'-^2|4/x'*+(9i'-8/Mx":Hsin'2^' 

4-2J5iix":24-(3o9i-54«')x"^^ jsin32:'+2(2/x'*4-io8/x'Msin4;' 

-h 2 j 33/x" : 2 H- ( 22451 - ici' ) x" : 6 { sin5Ç'-h 2 j ( 533/ + 8/^ ) /' : 6 | sinô^ 

+ 2 { (i 1841 4- 43i')x" : 3 I sin7(;'. 

-^^5!iZL ,. _|. , _|_ ( 20 - 4 1^ ) x"+ 2 I 5 x'-f (i35 - 3o/' ) x" : 2 j ces <:' 
-h 2(2o-i-2i^)x'' cos2J;'-f2 1 (145 -f- 3o/') x'"* : 2 j cos 3 i:'. 
Le second membre doit , pour Ç' = o , se réduire à i -f- 5 6»' -h 1 5 e'* -h 35 6'". 



_^!il!ZL^ ,.- _i_ 2 1 2i>;-^ (23« - 8i=) x'' : 2 1 ^ 



^lilîiiZ^ -_- + 32x"4-(48o - 72O x'*4-2 j 4x'4-(i34 - Si')x" \ cos^' 
-f- 2 { 24 x" H- ^(704 - 48/')x'*: 3 I cos'2 1' 
+ 2(io6 + 8f»)x"cos3J;'-f-2 j 2(6i6 4-io2/^)x'*: 3 jcos4^'. 

Le second membre doit, pour j;' = o , se réduire à 4^' + 20^"+ 60^.'" -M 40 e'*. 



4.r sm/T 



-+-2(26ix")sinJ;'-h2J8/x"-4-2(^24'-i6i»)x'*:3}sin2r 

-h'2(58/)x"sin3Ç'-+?'{2(434/-f-8/=»)x'*:3}sin4r. - 



C^;'-^>0sy 

-f-2(6x"4-336x'*)cos2(;'-f-2| 42x" + (i22H-i8/')x" }cos3î;' 

-h2(2o4 4-i2i')x'*cos4Ç'4-2(845-hiM/')x"cos5Ç'. 

Le second membre doit, pour ^'=0, se réduire à 6<?"-f- 3otf'^-+- 9o^'*4- 2ioé'' 
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+ '2|i2iy;'4-(5o5i-8i')x'*isin3Ç' + 2(99'X'*)sin4^' + ti(539i-h8i*)x''sin5 

4-2J8ox'*4-(i55!i-84/')x'*|cosar-h2J4x"-H(362-|-8i»)x"|cGs3r 
-h2 J32x'*4-(i376 4-72^*')x'*îcos42;'4-2(i7O-f-8P)x"c08 5i;' 
+ 2(752-4- 84/')x'*cos6Ç'. 
Le second membre doit, pour Ç'= o, se réduire à 4^'^+ 2oc'*-h6oe'*-|-i4ot''*. 

-=~^"-p^ - + 2( 52i>/^) sinr 4- 2 I i6ix'*^ 

-|-2{i26ix")sin3rH-2(8/x'* + 632/x")sin4Ç' 
-f-2(74/x'*)sin5Ç'+2 J2(656i4-8i^)x": 3 jsinôi;'. 

4-2j4x'*^-(ï88-2l^)x"}cos2^'-h2{29x''-f-(l389-I8/')x":2jcos3^' 
4-2}x'*4-(i4o4-4'')x"|cos4Ç'4-2J9x'*+(3365 + 222i')x":6}cos5î;' 
-f-2(52-h2i.')x'*cos6i;'4-2|(i47i-l-i38i*)x": 6 {0087^. 
Le second membre doit, pour ^'1= o, se réduire à c'^-\- 5e'^-\-i5e'^-h35e'\ 

"Ç^,^ = + ^ j 4'x'*-f- (i35i - 81^ )x" : ^ \ sinÇ'4- 2(77'x" : î^) sin2Ç' 

-h2J6ix'*-|-(4o3/-8i=»)x":2|sin3Ç'-f-2(5oix'Msin4Ç' 

4-2J2ix'*4-(j589i-4-8i')x":6Jsin5Ç'-F-2(4iix"^^)sin6Ç' 
■4-2J(785i-f-8/^)x":6{sin7Ç'. 

(iTxJ ^ +i4-(3o-4/Mx"+-^(6x')cosJ;'4-2(27 + 2i')x''co82Ç'. 
~|~^=.-f-2(2/x')sinr-f-2(29ix'':a)8in22;'. 

+ 2|5(694-4'Mx":^icos3Ç'. 
~,^'^^T/' ^4-2^85tx'^:2)sin^^4-2(ioix^')sin2^'4-2(i65ix'^:ti)sili3r. 

I o jT'' COS ' )' 

-f- 2 (8ox") cos3(;'-h 2 (43o + 2or)x'*cos4Ç'. 

I. " 45 
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ij^^l^^ = + 2(2oix'')8inÇ'+a{aioix'') 81112?'+ a{aoix'')8in3Ç'+a(i85/x'*)sin45'. 

"h+rT'"^ =+3oox'*+a{3ox'' + (i590-4oi')x''|co8S'4-a(24ox'*)co9ar 

+ aj iox"+(ia45 + 2oi'')x"}cos3Ç'+2(9ox")co84Ç'+a(5a5 4-2o?)x"co85Ç'. 

~ (?+ j'T*''^ "" + 2(i7oix") sinS'+ 2(4oix" ) 8inaS'+ 2( SyS/x") sina^'^ a(ao'X")8in4S' 
+ 2(205 «x")8in5i;'. 

1£1^ = + 3ox'* + (i5oo - 401') x"+ 2(260 X") cosÇ' 

+ 2 I 20x'*+(i365 — ioi')x" j C08 2Ç'+ 2(i70x") C08 3Ç' 

+ 2|5x'*+(93o+2of')x" jcos4!;'+2(5ox")co85Ç'+2(3i5-|-ioi»)x"cos6S'. 

^fJ^i2^= + 2(2oix")8inÇ'+2(485ix":2)sm2Ç'+2(3o/x'M8in3Ç'4-2(29oix")8in4Ç' 
+ a(ioJx")sin5Ç'+2(225ix":a)sin6Ç'. 

\i'+7)^ = +ioox"+a { iox" + (io95 - ao«')x" : 2 ) ces g' + a ( 85 x") C08 2 i;' 
+ 2J5x"+(909 + 4'')x":2Jcos3Ç'+a(46x")co84Ç' 
+ 2|x"+(5354-i2i')x":2|co85S'+a(iix")co86Ç'+2{(i49+4«')x":2)c087Ï'. 

:=j^j|^^= + a(85ix'':2)sinÇ'+a{ioix'')sma!;'-l-a(aoiix'':2)8in3Ç' 

+ 2(8ix'*)sin4Ç' + 2(i65Jx":2)8in5Ç'-|-2(2ix")8in6Ç'+2(49ix":a)8in7Ç'. 

^^gl,= + , + a(7x')co8Î'. 
^i|Ç^,=+a(2/x')8in!:'. 
""^f^'y ==+72x" + 2(6x')co8g'+2(48x")co82i;'. 
(i+x'/ =+2(i2ix")8inai;'. 

li^^jî^ = + 3ox"4-2(285x") c08Ç'-+-a(i5x") C082Ç'+a(i35x") C083Ç'. 
i^^|l^ = + 2(3o.-x")8in!;'+2(3o.-x")sin3ï'. 

rr ^Q Jj' ^ COS î V' 

(i+x')' = + 720x"+a(6ox")co8g'+2(56ox'*)co8ag'+a(20x")co83?'+a(20ox")coB4g'. 



^|^^^ = + 2(8oix")8m2?'+a(4oix")8in4Ç'. 



(i + x-) 
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-{-a(i5x'*)cos4J;'-f-2(i65x'*)cos5Ç'. 

— — 6 j?' * cos îy' 
li-^x'Y = + 7aox''+a(^X'')co8^^4-2(6oox^*)cos2^^4--a(3ox'^)cos3^^+2(3iay;*)cos4^^ 

-f-2(6x'*)co35r-f-2(72x"')cos6Ç'. 

^ 4-2(6x'')cos4Ç'-l-2(67x")co85Ç'+2x"co86Ç'+2(i3x")cos7Ç'. 
•f^^^ii^^ = 4-2(ioix'')sin2;' + 

— 7x' = -4-2(7x')cosÇ'. 
21 x" =4-42x'* + 2(2ix")cos2Ç'. 
-35x'=' = 4-2(io5x'')cosÇ'4-2(35.x")cos3i;'. 

35jr'* = +2iox'*-h2(i4ox'*)cos2Ç' -4-2(35 x'*)cos4Ç'. 
— 2ix'* = 4-2(2iox'*)cosÇ'-f-2(io5x")cos3Ç'-hîi(2ix'*)co85Ç'. 

7y« = 4-i4ox'*+a(io5x'*)cos2Ç'4-a(42x"')<^s4Ç'4-2(7x'*)co86Ç'. 
-x" = -f-2(35x")cosC-|-2(2ix")co83Ç'+2(7x")cos5Ç'-|-2x"cos7Ç'. 

IV. — * Expression de Ri en Jonction des facteurs 'dé\>eloppés ci-dessus, et dans 

laquelle ils doivent être substitués. 

4- K^*) j 8in //r ^! - cosA^2îg! j 8in 

. »(i»^^ . ■ I cosiV , 8111// . , x'cosiV , , j:'8iinVJ .p.,, ,, , ,, „ 

+ Ki'-' j ^xemhyjj^j-^, - xcostiyj^-^, - imhy ^^^J^. -ircmhjr ^^^J^, j 8in [»/' - /a _ (/ - A) V] 

I, , , cosiy , , . , sinir' , x'co8ir'\ 

4-r'co8/y -^ 4-x'8inA/ -^ , - axco8/ir j!, 
^ ^^^ l ^r ; ,/.'^rMcos[»r-AX-(.--A)T'] 

. , x'sin/r , x''co8i/ . . , x'^sinir' i \ / j 

/ . , . , cosiV , , 8inir' . , x'cosiV \ 

' , x'sinf/ . . x"cosir , x"sini/ ' v / j 

+ 2xco8Ar ,. , J» +8111 A/ • - cosAr 



(i+x')» ^"""-' (i + x')» ^"'"••' (i + x')» 

/,5. 
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, , cosjV . , . , smrV , , , x'cosiy\ 

. x'^ COS ir' , jc'^siniV i 

— cos h Y 7 ; f^ — Sm h Y r ; frr 

. . , cosiV , , 8in«y o 2 • 1. -î^'coBiV 

- x^ sm Ar 7 — r-^i — ^ coshy -. — . ^,,. — 3x' sm Ar • — ; — tû 

^ ^ , .r'siniV . o 1 .r'^GOS// ^ , x'* sin// 1 , r .,; ,. ,. 

4-3x'cos/*>'^-^-^,+ 3xsmAr (T^:^*- 3^ cos//)- . ^ ^ /^, / sm [i/^- ^> - ( i ~ 

. , .r'^cosiV , j:''siniV 



/Ot'] 



A)r'] 



-Kl''*) 



, , cosiy' , . . , siny- , _, , x cesiy 

I , , . . .r'sinir' , - , , x"cosfr' , . , . x"sinjy( 



x'^ cos/V 



-4^cosA;-(pqr;^-4xsm^7^j-p^,+ cos A/ ^^-j--^ 



cos[i7'-A)i-(ï-^)t'] 



, .r'^sin/y 



cos^r 



^ "»*^ (fï^- "^ ««*-^ (7T??~ ^^"'"^-^ (TT^ 



x'^siniy j 



-K^*) 



-K['.*) 



I , % f X smiy - , . f a:' cosiy « , , x'smir 
. , cos/y , . . , siniV' ^ 4 . .r' cos ly 

"^ *'*^*-^ (rrf7+ "^ ^'''^^ (7+77 - '^''•^■(ÎT^ 

5x'smhx ^^_^Jy + ioar'cosAj ^^_^^,y -f loa^smhjr ^^^J^J 

, , x'^cosfr' , • I y^sin// . _ . y* cos /y 1 

lox'cos/^r ^^^ ;v« — lojr'sm^j ;., + 5x cosAj • ' 



sin[i/'~ /a -(/■-/*) t'] 



C08[/7'-/rA-(/-//)T'] 



(i+y)« 



(i+^'r 



y ^ siny ' 



-K('.*) 



. - . , y*smiy , y* COS ir . , 

fc . ,^ cos^y , , sin/V r -^ . i ycos/y 

I . ir -a 7 ysin/r' , 1 . » y^cosiy - , y'sin/r'l 

I + 5 or» cosAr r^q^^^ lox» 8.n Aj-^^—^ - lox» cos ArTT:;:^ 

,. .. „ ■ .. ,. M8in[«7'-A).-(,-A)T'] 

x" COS<y , . . x'^ Sint/ , r _„;_):„ •ï^ cos fy \ ' j 



|_ ,ox' smAj^j-p^.+.ox' cosA/^7-pp^4- 5x sinAjr j^^p^ 

- , y*siniy . , y* cos// . , a:'*sin/y 

-SxcosA^^^q-^- smhy ^-^,+ cos Aj- ^^^ 
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357 



+ Kj'*î ' — aox^cos/ir: f^-h i5x*cos/ir-7 — ; — rr,~ 6.r cos/<r -7 — ; — fn / cos[//'— //a — (/ ~ /i)t J 



COS //J 






.r* sin /i r 



cosiy . , sin// /» ^ • 1 .r'cos/y 
7 — . -",., — jtf COS /i r , ^—rrr — 6x* sin //r -. 7^ 



•^(i-hx')' -^(1-4-^)' -^(i-hx')' 

x'*cos/y . j.^. f «s^^ sini/' 

j?'*sin/y ^ . , jT^cos/y . . , j:'*siniyi 



. ï.'(iJkl y ^ • 1 X-CUÏ5*r . , , ar-SllUr , ^ , • 1 ^ C08l/\ . r-»/ ir /. I \ /1 

•4-K:''*^ \ — 2ox*8in/ir-7 f^-f-20.arcos/rr-7 — ^ — 7Tr4- i5a:'sm/ir7 — ; — ~/sinr//' — h\— (; — /*)? 1 



I — i5jr'cos/iV 



,r'*cos/v' , y* sin /y 

Sïn ''T 1 — : 7TÎ— COS hr -. — ; — f^ 



(i4-.r')' 



4-Kt''*) I x'-f- x«^(- 7x') -+-X* (21 x") + a:< (- 35^^) -4-^^(35 jc") 

+ x' (~ ai x") 4-^(7a:'«) - j?'2 } cos[/7'- AX- (1 - //) t']. 
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ADDITION IL 



TABLES NUMÉRIQUES POUR LE CALCUL DES COEPHOENTS DU DÉVELOPPEIHENT 
DE LA FONCTION PERTURBATRICE (Chap. IV, Art, 7 et i6). 



L'usage de ces Tables a été exposé dans Tart. 7 du chap. TV. Elles donnent les coefficients du dévelop- 
pement dé R,. 

Au-dessous de chaque série de coefficients, on trouve, désignées par les caractéristiques ^ et A, les ex- 
pressions des termes qu'on doit ajouter aux coefficients de «'R, qui éprouvent un changement quand on 
passe du développement de cette fonction à celui de «'R(o,,) et à celui de «'R(,,t) (Chap. IV, art. 6). 

$M'k^'^=S.a'E^=^'^= - a A.fl'A^=^»^= A.fl'E^=*='>= -ira' 



(1^^= (3f^= V^»^A^'^H-. 
(i2)<*^=(i3)^'î=-V^»)E^'î-. 
(i8)^'^ = (i9)^»^= V^'^G(»^+. 



..-+-Vi*^Al*^ 
..-Vi^^Ei^^ 
..-fVi'^Gi'^ 



±1 


y(.) 


yU) 


^2 


G 


— o 


-h I 


-h I 


I 


— 2 


+ l 


-h I 


1 


- 8 


+ I 


-f I 


3 


- i8 


+ 1 


-+- I 


4 


- 32 


-h I 


4- I 


5 


- 5o 


+ I 


4- I 


6 


- 7^ 


+ I 


4- I 


7 


- 98 


4- I 


4- I 


8 


- 128 


+ I 


4- I 


9 


— .162 


4- I 


4- I 


10 


— 200 


+ I 


4- 1 



^.fl'(l2)^*>J==^.fl'(l3)^^'^=:-a 

à.a'( 2)^=^'^=A.«'( 3 )^=*=»^ = 4- i : a' 
A.a'(l2)(*'> = A,a'(i3)^'> = -i;a» 



(4)*^'^= V^*)A^'). 



-...4-Vi'Ul^> 
-...-Vi^^Ei^î 



±/ 


8V(') 


yU) 


yl.) 


V(<) 


yO) 





4- 


— G 


— 


-i- 3 


+ 3 


I 


4- 7 


— I 


— 2 


+ 3 


+ 3 


2 


4- 220 


- 4 


- 8 


-i- 3 


+ 3 


3 


4- i2i5 


- 9 


- 18 


+ 3 


+ 3 


4 


4- 3952 


- i6 


- 32 


+ 3 


+ 3 


5 


4- 9775 


- 25 


- 5o 


+ 3 


+ 3 


6 


4- 20412 


- 36 


- 72 


+ 3 


-i- 3 


7 


+ 37975 


- 49 


- 98 


+ 3 


+ 3 


8 


■+- 64960 


- 64 


- 128 


+ 3 


+ 3 


9 


4-104247 


- 81 


— 162 


+ 3 


+ 3 


10 


4-1 59100 


— IGG 


— 200 


+ 3 


+ 3 



<y.«'{4)^*'^ 

A.fl'(4)t=^'): 



-^.fl'(i4)^*''=a:8 
-A.fl'(ï4)^=^»^ = i:8a» 
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±1 


yd) 


VÇi) 


V(i) 


V(i) 


yO) 


o 


■4- 


nh ^ 


-4- 14 


+ 24 


H- 12 


I 


-h 8 


- 6 


4- 6 


4-24 


-f- 12 


2 


4- 128 


- 3o 


~ 18 


-h 24 


4- 12 


3 


-f- 648 


- 70 


- 58 


-f- 24 


+ 12 


4 


-4- 2048 


-- 126 


- 114 


4-24 


4- 12 


5 


-h 5ooo 


- 198 


- 186 


-h 24 


4- 12 


6 


4- 10368 


- 286 


- 274 


4-24 


4- 12 


7 


-f- 19208 


— 390 


- 378 


4-24 


•4- 12 


8 


-f- 32768 


— 5io 


- 498 


+ 24 


4- 12 


9 


-h 52488 


- 646 


- 634 


+ 24 


4- 12 


10 


4- 80000 


-798 


- 786 


-h 24 


4- 12 









: — 2a 
: ~ 2 : a» 



TABLES NUMÉRIQUEîS. SSg 

(6)^'î= V^'^A^*5-f-...4-Vi'^4l*^ 



±/ 


8V(») 


yO) 


V^) 


yU) 


V(.) 








4- 3 


4- 


9 


+ 9 


4- 3 


I 


— I 


— 


4- 


7 


+ 9 


4- 3 


2 


4- 188 


- 9 


4- 


I 


4-9 


4- 3 


3 


4- 1143 


- 24 


— 


9 


+ 9 


4- 3 


4 


4- 3824 


- 45 


— 


23 


4-9 


4- 3 


5 


4- 9575 


- 72 


— 


41 


4-9 


4- 3 


6 


4- 20124 


- io5 


— 


63 


4-9 


-+- 3 


7 


4- 37583 


- 144 


— 


89 


4-9 


4- 3 


8 


4- 64448 


- 189 


— 


"9 


4-9 


-+- 3 


9 


4- 103599 


— 240 


— 


i53 


4-9 


-h 3 


10 


4- i583oo 


- 297 


— 


'91 


4-9 


4- 3 



*,a'(6)'*" = -(î.«'(i6)'="' = «:8 
A.a'{6)(*'' = -A.a'(i6)<*''=i:8a» 



(2i)(" = 
{3o)<" = 






l 


yCi) 


yO) 


— 2 


— 10 


4- 38o 


— 2 


- 9 


4- 3o6 


— 2 


— 2 


— 8 


4- 240 


— 2 


— 2 


- 7 


4- 182 


— 2 


— 2 


- 6 


4- i32 


— 2 


— 2 


- 5 


4- 90 


— 2 


— 2 


-- 4 


4- 56 


— 2 


— 2 


~ 3 


4- 3o 


~ 2 


— 2 


-- 2 


4- 12 


— 2 


-- 2 


— I 


4- 2 


-- 2 


— 2 








— 2 


■— 2 


I 


4- 6 


— 2 


— 2 


2 


4- 20 


— 2 


-— 2 


3 


4- 42 


— 2 


— 2 


4 


4- 72 


— 2 


— 2 


5 


4- iio 


— - 2 


~ 2 


6 


4- i56 


— 2 


— 2 


7 


4- 210 


— 2 


— 2 


8 


4- 272 


— 2 


— 2 


9 


4- 342 


-— 2 


— 2 


10 


4- 420 


, — 2 


— 2 



( 22 )^'> = V^*^ A^'> 4. ... 4. y (i) Ai'^ 



1 


y(») 


y(i) 


y(0 


y['^ 


y(.) 


— 10 


- 66690 


4- 5i3 


4- 707 


- 18 


— 12 


- 9 


— 42840 


4- 408 


4- 564 


- 18 


— 12 


- 8 


— 26040 


4- 3i5 


4-437 


— 18 


— 12 


— 7 


- 14742 


4- 234 


4- 326 


- 18 


— 12 


- 6 


- 7590 


4- i65 


4- 23i 


- 18 


— 12 


- 5 


— 3420 


4- 108 


4- i52 


- 18 


— 12 


- 4 


— 1260 


4- 63 


4- 89 


- 18 


— 12 


- 3 


- 33o 


4- 3o 


4- 42 


- 18 


— 12 


— 2 


- 42 


4- 9 


-f- II 


- 18 


— 12 


— I 








- 4 


- 18 


— 12 








4- 3 


— 3 


- 18 


— 12 


I 


- 3o 


4- 18 


■+- 14 


- ï8 


— 12 


2 


— 270 


4- 45 


4- 47 


- 18 


— 12 


3 


- 1092 


4- 84 
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- 34 


- 3 


6 


- 808 


— 


472 


- 40 


- 3 


7 


- i3i5 


— 


637 


- 46 


- 3 


8 


— 1992 


— 


826 


- 52 


- 3 


9 


- 2863 


— 


1039 


- 58 


- 3 


10 


- 3952 


— 


1276 


- 64 


- 3 


II 


- 5283 


— 


i537 


- 70 


- 3 
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FONCTION PERTURBATRICE. 

2(4i6)("= V<'>B'^"+ . . . +Vi'> B<'-'> 



TABLES NUMÉRIQUES. 383 



( 425)'"= - V<'' T'"- V!'' tJ'' 



i 


ev^.) 


aVÎ" 


VÇi) 


vl^^ 


— 10 


- 44^3 


+ 247 


- i5 


+ i 


- 9 


- 2988 


+ 188 


- i3 


+ I 


- 8 


— 190» 


+ 137 


— II 


+ I 


- 7 


— 1114 


+ 94 


- 9 


+ I 


- 6 


- 579 


+ 59 


- 7 


+ I 


- 5 


- 248 


+ 3a 


- 5 


+ I 


- 4 


- 73 


+ i3 


- 3 


+ I 


- 3 


- 6 


+ 2 


— I 


+ I 


— 2 


4- I 


— I 


+ I 


+ I 


— I 


- 4 


+ 4 


-f- 3 


+ i 


O 


-f- 27 


-f- 17 


4- 5 


+ I 


1 


4- 142 


+ 38 


H- 7 


+ I 


2 


■4- 389 


+ 67 


+ 9 


+ I 


3 


+ 816 


-h io4 


H- II 


+ I 


4 


+ 1471 


+ 149 


4- i3 


+ I 


5 


+ 240a 


-h 202 


4- i5 


+ I 


6 


+ 3657 


4- 263 


4- 17 


4- I 


7 


+ 5284 


+ 332 


~f- 19 


+ I 


8 


+ 733 1 


-t- 409 


4- ai 


+ I 


9 


+ 9846 


H- 494 


+ 23 


+ I 


10 


+12877 


-h 587 


+ 25 


+ I 



^.û'(4i6)^'^=-i28cx;3 

A.«'(4i6)^'>=-8:3a-'» 



1 


y(.) 


V(o 


— lO 


+ 28 


1 


- 9 


+ 26 


— I 


~ 8 


-h 24 


— I 


- 7 


+ 2îi 


— I 


- 6 


+ 20 


— I 


- 5 


+ 18 


— I 


- 4 


+ 16 


— 1 


- 3 


-H 14 


— I 


— 2 


+ 12 


— I 


— 1 


+ 10 


— I 





+ 8 


— I 


I 


+ 6 


~ I 


2 


4- 4 


— I 


3 


+ 2 


— I 


4 





— I 


5 


— 2 


— I 


6 


- 4 


— I 


7 


~ 6 


— I 


8 


- 8 


— I 


9 


— 10 


— I 


10 


— 12 


— I 


II 


- 14 


— I 


12 


- 16 


— I 


i3 


- 18 


— I 



(426)<'' = 

(429)'"= 



|(v"'c"-''+vî''c,''-'>'\ 

.yCOjU) y(i) jU) 



i 


y(i) 


y(*> 


— 10 


- 19 


+ I 


- 9 


-- 17 


+ I 


- 8 


- i5 


+ I 


— 7 


~ i3 


+ I 


- 6 


— II 


4- I 


^ 5 


- 9 


+ I 


-- 4 


- 7 


+ I 


— 3 


- 5 


+ I 


— 2 


- 3 


+ I 


— I 


— I 


+ I 





+ I 


+ I 


I 


+ 3 


+ I 


2 


+ 5 


+ I 


3 


4- 7 


+ I 


4 


4- 9 


+ I 


5 


+ II 


+ I 


6 


+ i3 


. + I 


7 


+ i5 


+ I 


8 


-h 17 


+ I 


9 


4- 19 


+ I 


10 


+ 21 


+ I 


II 


+ 23 


+ I 


12 


+ 25 


+ I 
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364 RECHERCHES ASTRONOMIQUES. — ADD. A LINTRODUCTION. 



ADDITION III. 

SUR LE DÉVELOPPEiMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES (introd., art. 24). - DÉVELOPPEMENT DE 
LA FONCTION PERTURBATRICE RELATIVE A L'ACTION DE JUPITER SUR PALLAS ; INÉGALITÉ 
A LONGUE PÉRIODE DU MOUVElVfENT DE CETTE DERNIÈRE PLANÈTE (chap. iv, art. 18). 



Le principal objet de cette Addition n'est pas de présenter un nouvel exemple des méthodes données 
dans I'Introduction pour le développement des fonctions. Elle a surtout pour but de montrer, par la solution 
d'un des cas les plus difficiles qu'on doive rencontrer, que la convergence des séries périodiques, employées 
dans le chap. FV, est assez grande pour qu'elles puissent suffire à tous les besoins de l'astronomie. Cette dis- 
sertation a été écrite en i843, lorsque l'on ne connaissait encore, du groupe des petites planètes situées 
entre Mars et Jupiter, que Cérès, Pallas, Junon et Vesta : la découverte, faite depuis lors, d'un grand 
nombre d'autres astres analogues, ajoute à l'utilité des considérations contenues dans ce Mémoire , et des- 
quelles il résulte que , malgré la grandeur des excentricités et des inclinaisons des orbites des petites 
planètes situées entre Mars et Jupiter, leurs perturbations pourront être , la plupart du temps , développées 
en séries comme celles des autres planètes. 

On a souvent objecté à la méthode par .laquelle on représente les perturbations au moyen de suites com- 
prenant un nombre infini de termes , que la convergence de ces suites n'a pas été démontrée. Nous croyons 
qu'après avoir constaté comment leurs coefficients vont en décroissant, môme 4ans les circonstances les plus 
difficul tueuses , on ne pourra conserver aucun doute que la solution du problème des perturbations n'ait 
toute l'exactitude astronomique qu'on peut désirer. 

I. — Déi^eloppement des fonctions en séries^ conformément à la méthode indiquée dans 

l'art, 24 de /'Introduction. 

Lorsqu'on veut développer en série une fonction de deux variables Ç et C, au moyen des valeurs parti- 
culières de cette fonction , chacun des couples de valeurs des fonctions X(i) et g-(^) considérées dans l'art. 23 
de I'Introduction , exige , pour être déterminé, la connaissance de 2w + a valeurs ni^nériques de la fonc- 
tion à développer. Soit, en outre, in' + 2. le nombre des coefficients sensibles dans xu) ®t ^U)- ^^ siu^a 
besoin de calculer en tout { a/i + 2 ) (in' -+-1) valeurs numériques de la fonction, ce qui montre combien 
il importe de réduire n et n' chacun à son minimum. On y parviendra généralement avec assez de facilité 
à l'égard de n. Mais il n'en sera pas de même à l'égard de n'; et, pour lever les difficultés qui en résul- 
teraient , lorsqu'on aura à considérer des termes de rang élevé dans les développements de xu) et o'(,) , 
on pourra suivre la marche indiquée dans l'art. 24 de I'Introduction, en attribuant à Ç' des valeurs équi- 
distantes d'une quantité qui ne soit point un diviseur de la circonférence. On verra en effet que, dans ce 
dernier mode de développement , ayant déjà effectué les calculs nécessaires pour la détermination de p des 
coefficients , si l'on vient à reconnaître qu'on en doit consen'er rj autres , on le pourra faire sans avoir en 
somme exécuté plus de calculs que si Ton avait eu égard , dès l'origine du travail , aux p-^q coefficients. 
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DÉVELOPPEMENTS DES FONCTIONS EN SÈBIES. 385 

Désignons par R^, R,,... et R,^ les valeurs d'une fonction périodique de z, correspondant k z = o , 
2 = a,... etz = 2/a. Pour déterminer les coefficients du développement de cette fonction, nous avons à 
résoudre le système suivant de (2/ -h i) équations du premier degré à (21 4- 1) inconnues : 

C,-hC,+ C, + ...-f-Q = R,, 

C,+ C,C0Sa-f-CjC0S2a-l-...-}-Qc0S/a | _ 

-j-S, ^ina-4-S36inaa-K...4-SjSini« j 

/,\ Co-f-C,COS2a 4- Cj C0S2.2a 4-...-hC^C0Sl.2a I t> 

-hS, sinaa -i- S^sina.aa H-...-{-S^sini.2a 1 

C^-f-C,C0S2/a4-CjC0S2.2/a-4-. . .-f-Qcos/.2*a ) ^ 
+ s, sin2ia + S3Sin2. 21a + ... -h S^sin/.2/a j 

Substituons des exponentielles aux fonctions trigonométriques , et posons, pour simplifier, 

Au moyen do cette transformation et des formules 

cos a = 7 

2 

{2) 

e 
smcr = — 



.«V^_ ^—«v'--"» 



j = 2R./^. 



2^ 
la seconde des équations (i), i>ar exemple, deviendra 

2C. v/^^4- (C, /^^^-S.) :r' -h (C, /^T+S,) x' +. . .4- (C. v/~-f-S,) x' 
4- (C, /^- S,) X-' 4- (C, yf^i- Sj x-»+. . .+ (Q v/^^- Sj i;-' 

Cette équation, si nous faisons, pour plus de brièveté, 

cy=T4-s, = «,, 
cy=T-s, = ^>., 

prendra la forme 

2C, v/~+ («. .r' -h 6, .r-' ) -h (fl,^'+ *, x-')4-. . .4- (âf,:c'-f- ^,x-^) = 2R, v/^=T, 
et en traitant semblablement toutes les équations du système (i), elles deviendront : 

2C,v/^-h(fl.4-^',)4-(«,4-^J-f-...4-(«,4-^',) = 2R,/I7, 
2C,v/^^4-(«,^'4-^x-') 4- («,^4- ^x-=») 4-{û3'^-f-^-^"')+-.. 1_ B I 

2C,/:^4-(^.^'4-^a:-^) +(tf^x».'4.^.^.r-'-») ^(a^a?--^ ^h^x-^^^)^, ,\ _ ^— 

(4.) 4^(«,^-» + *,^-'i j-^*^^V^ '' 

2C,v/=^4-(«,^^-h^,x-') 4-(«,^^-'4-^^-'-') -i-'(fl3.r''-^4-^3-^"'-')+-. I _ i> /ZT- 
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386 îlECHËRCflES ASTRONOMIQUES. ~ ADD. A L'INTRODUCTION. 

Lorsqu'on aura déduit de ces équations les valeurs de c, et b^ , les équations ( 3 ) feront connaître les valeurs 
de C^ et de S,.. 

Il est indispensable do commencer par l'élimination de celles des quantités û, ^,. . ., qui ont Tindice le 
moins élevé. C'est ainsi qu'en arrivant à a. et b.^ on pourra, si leurs coefficients ne sont pas négligeables, 
pousser les calculs plus avant, sans avoir à reprendre aucune des opérations qui précéderont, et en exécu- 
tant seulement celles qu'on aurait eu à effectuer, si dès l'origine on avait voulu tenir compte d'indices 
supérieurs à /. Éliminons d'abord C^,, en retranchant de chaque équation celle qui la suit, et posons 

[% -R.) = ('),, 
(5) (X -R3)=(i)3, 



(R..-,-RJ =(0,i, 



(6) 



l'indice placé dans la parenthèse des seconds membres étant le plus faible indice des quantités a^ib dans 
les équations qui vont suivre, et l'indice hors do la parenthèse correspondant au rang des quantités (5) 
dans ces mêmes équations. Les é(Juations ( 4 ) donneront 

[a,-b,x-^)[i-x) + [a,-b,x--)[i-a^) i /— • 

+ («3-Z.,^-=)(i-^)4-...-4-(a,-ô,.r-')(i-V) |-^i^)«V U 

^[a,a^-b,x-''')[i-a^)-^...^[a,a^-b,x-^'')[i-^a^) |"-^^')'V i. 

(a,x^-b,X'^)[i^x) + [a,x^'^-b,x-''')[i-a^) ) t ^ / — 

■\-[a^x'^'^-b,x-^'^)[i-^x')^..,-^{a,a^'^-b,x-''^) [\ - a*) \-'^^^^^^ ^' 

(a,x^-b,x-*)(i^x)^{a,x^'^^b,x-^'^)(i^x^) ) ,— 

4- (a, X»-») - b,x--''*){i - ^) -f-. . .-f- (û,^'-' - ^,x-»-*) (i -x') \^^ ^^>' ^"" ' ' 
etc 

on a 21 équations de cette espèce. 

Nous pourrions éliminer a^ , puis b^ entre ces équations. Mais les relations qui renfermeraient b^ sans a^ 
seraient peu symétriques , et nous n'en ferons aucun usage. J\ est préférable d'éliminer tout d'un coup <7, 
et b^ , et de former (21 — 2) nouvelles équations qui serotit déduites des précédentes, combinées trois à trois 
comme il suit. 

Désignons par M, , M, et.M, les premiers membres de trois des équations (6) prises consécutivement. En 
formant la combinaison 
(7) M.-FM3-M,(x + x-) 

de ces quantités, les termes en a, et 6, disparaîtront. On s'en convaincra en substituant dans cette fonction , 
à la place de M, , M, et M3, les expressions des parties dépendantes de a^ et de b^ dans les premiers membres 
do trois des équations consécutives , savoir : 

(fl.^ -b,ar'-^){i^x), 
(a^a^^^-b,x-'-^){i-x), 

Prenons trois autres termes correspondants dans les premiers membres des mômes équations; par exem- 
ple, les termes 

[a, x'^"^'^ - b, .r-^*-^'^] ( ï - x*). 
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£n les soumettant à la combinaison ( 7 ) , on trouvera aisément qu'il en résultera des expressions de la 
forme suivante : 

[rt.x*- ^,x-*(*+^^ ]( I - x'^->) ( i-af) (i -^"M, 

et cette formule servira à obtenir les premiers membres des nouvelles équations, en donnant à l'indice/ 
des valeurs depuis 2 jusqu'à /, et à la quantité X des valeurs depuis o jusqu'à (2 /— 3). 

Quant aux seconds membres de ces nouvelles équations, nous les désignerons par ti ( 2 ), \/^ j ^ ( 2 ), v/—"' î 
2 ( 2 )j /^ , . . . , et en remarquant que , d'après la première des conditions ( 2 ) , 

x'+j:"' = 2C0sa, 
nous trouverons 

(î*), = (0.+(03-(0.^C0Sa, 

/gj (îi).= (02-+-{0*-(03ÎîC0Sa, 

etc 

D'après ces transformations et ces notations, le système des nouvelles équations, dans lesliquelles ne se 
trouveront plus ni a^ ni b^ sera 

etc 

La loi par laquelle ces équations se déduisent des équations (6) est des plus simples. Ainsi le facteur 

[a,af''-b,ar'^'^'^] 

est la somme du premier et du dernier terme des facteurs analogues existants dans deux des équations (6 ) 
éloignées l'une de l'autre de deux rangs. Avant et après le facteur ( i — a:^) qui existait déjà dans ces équa- 
tions , on en trouve deux dans lesquels l'exposant de x est respectivement supérieur ou inférieur d'une 
unité à l'indice i. 

On passera des équations (9) aux équations privées des coefficients /?, et b^ par des considérations ana- 
logues , c'est-à-dire en formant la combinaison suivante : 

des membres correspondants M, , M, et M^ de trois des équations ( 9 ) prises consécutivement. Remarquons 
qu'en vertu de la première des équations (2) , 



et posons 

(10) 



x' -f- x~* = 2 C0S2 a , 

(3),= (2),+ (2)3-(2),2C0S2a, 
(3),= (2),-h(2)4-(a)32C0S2a, 
(3)3=(2)3 + (2),-(2),2C0S2a, 

etc 



49- 
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Les équations cherchées seront les suivantes, qui se déduiront des équations (9) tout à fait comme celles- 
ci se sont déduites des équations (6) : 



etc. 



Ainsi de suite , on se débarrassera de a^ et ^3, a^ et b^^ . . . , et l'on tombera sur deux équations ne conte- 
nant plus que a^ et b^ ; ces quantités seront ainsi déterminées. 

Nous pouvons , dès à présent , remarquer que Timportante condition posée en commençant est satisfaite. 
Car, pour arriver aux équations qui ne contiennent que a. et b^, nous n'avons qu'à former la suite des 
quantités 

l''^) (3)., (3)„ (3)3,..., (3),,_„ 



qui se déduisent les unes des autres par les relations (5), (8), ( lo) et par des relations analogues. Or, si 
l'on reconnaissait que les valeurs de a^ et de b^ ne sont pas assez petites pour qu'on puisse s'y arrêter, il 
suffirait de calculer, pour avoir égard à la valeur supérieure de l'indice 1, deux nouvelles valeurs numériques 
de la fonction, savoir R,,.^, et Rj,.^j. Au moyen de ces valeurs, on ajouterait à la droite du tableau (12) 
deux nouveaux nombres dans chaque ligne horizontale , et l'on tomberait ainsi sur 

(/4-1). et (/-f-i),, 

qui feraient connaître o^^, et b^^ , sans plus de calculs que si l'on avait eu égard , dès l'origine , à l'in- 
dice (/-h i). 

Nous venons d'établir qu'on arriverait sans difficulté à la valeur des coefficients affectés du plus grand 
indice. Pour rechercher les formules au moyen desquelles nous reviendrons aux coefficients aflFectés des 
indices précédents, il est nécessaire d'écrire les trois derniers systèmes d'équations sur lesquels nous tom- 
berons. 

Le premier de ces systèmes , contenant encore les coefficients affectés des indices / — 2 , i — i et 1 , sera 

4. [a, - /;. x-^''-^) ) ( I _ x'^-' )...(,_ .zJ ) ) 

(i3) (^.-2^-'- b,_, x-^'-'^ ^^'-*M( I - x''-') . . . ( I - X ) \ 

4- {«, x^ - b, or-'^^'-*^ ) ( I - x"-' ) . . , ( I - j,-^) ; 

[f',-2 •^^"'^' - K2 -^"^'"'^ ^''"'^ ) ( I -y'-') . . . ( I - X ) . 

-f-K.» ^^'-•^'-^_, ^-^-'^^''-^^)(i -^''-*) ... (i -x^) j = 2(^-2)3 vcnr. 
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— c/^, X • ' - ' )yi —or j . . . V I — *- ; 

4- (^^ a:*.» _ b,,v-'^''-'^ ) ( I - ar^'-=» ) . . . { I - .r» ) 
(âr,., jc^'-^^* - b,_, x-<^»> ^'-»5 ) ( I - x^'-*) ..,(i-x) 

-h (^i. .r'-* - 6,x-»^^'->') (i - x^'-^*) . . . (i - x^) 

" "■■ - /^,._, x-^'-'î ^''M ( ï - •^*'*) . . . ( I - ^ ) 

-f- (^,^, x^*-'^* - ^,_i x-^^'î ^» »î ) ( I - x' •-* ) . . . ( I - 
-f. (fl. j/.& _ b^ x-'^''î ) (i - x"-^ ) . . . (i - x» ) 



= 12{l-2),v/^) 



[i3 (Suite.)] + (rt,_, x^'-'>* - ^^, x-<*-'J (»»-^> ) (i - x'*-*) . . . (i - x^) I = a (i - 2 ), y/^, 

x^) > =2(1-2), v/^- 



Le coefiBcîent ( 1 — 2 )^ du second membre est fourni par la relation 

(i4) ('-^)»=('-3),+ (f-3),,,-(i-3),,,2COS(i-3)a. 

Le second de ces systèmes, rie contenant plus que a,._, et b.__^ , a,, et b. sera 



(i5) 



uc CCS sy»it;uit;», lie cuiiusiuiub piu» que «,_, et c/,_, , «,• 01 c/^ acia 

+ (a,-è,x-'("-»')(i-x"-')...{i-x') j-*^' '^' ^ ' 

+ (ajx'-*,x-'("-»')(i-x"-')...(l-x») j~*^ '' '^ ' 

+ (a,x'-'-èjX-'("-'')(i-x"-')...{i-x') i~^^ ''^ ' 

4-(a(X'-»-6(X-'-"){i-x"-')...{i-x') j-*l'-''« V- I. 
le coefficient ( i — i), du second membre étant donné par la relation 

(i6) (i-i),= (i-a),4-(i-a),^,-(i-a),^,acos(/-2)a. 

Enfin le dernier système, ne contenant plus queaj et b^, sera 

{a,-^x-'("-))(,-x"-)...(,-x) = a(i),/:r-,, 
{«,x'-*,x-'-")(i-x"-)...(i-x) = a(0,»/— ,, 

le coefficient ( i )j^ étant donné par la formule 

(18) (i)»= (i - l),-h(i - i\^, - [i ~ i),^, 2C0s(i - i)a. 

Calculons d'abord au moyen des équations (17), non pas les quantités a^ et b^, mais les coefficients C, et 
S^ qui leur sont liés par les formules ( 3 ). Je remarquerai à cet effet qu'en vertu des formules ( 2 ) , 

I — X** y » / — . , 2sinXa 

— -r — = X-* — X* = — 2 y— I sin A*a = - 



et au moyen de cette relation, je transformerai les termes qui composent les équations (i3), (i5) et (17) 
de la manière suivante. 
Tous ces termes sont compris dans la formule générale 

[r/jx*"- ^jX-*C^+»*+»)] (i - 0;*+*). . .(i ^ ^). . .(i - X*-*) , 
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/- et h étant deux nombres entiers et positifs pris à partir de l'unité , et p pouvant avoir toutes les va- 
leurs entières et positives , zéro compris. En remarquant que la somme des exposants 

(/■-hA)-f-(X--f-A-i)H-...4-(^-A-f-i)4-(A--A) 

est égale à A- ( 2 A -|- 1) , ce terme général peut être écrit comme il suit : 

/ k-^h k-k-h \ / k-^h-i ^j-ft-^\ / k-h k^h \ 



ou bien 



[«,x*(''^* + ^)-è.x-*(''^*-^^)]x 



(«9) 



/ 2 \2*-»-i ce a. a. 

X ( -7= ) sin(X-4-/i)-*sin(X -f-/' — i) sin(A- — h) — 

\ y— I / ^ ^ '^ 



Au moyen de cette formule, et de valeurs convenables données à X-, A et/?, les équations (17) de- 
viendront 

et , en posant généralement pour toutes les valeurs de i 

■ f,].. i'U-^y _ — ., 

2* *"* sin ( 2 1 — I ) - • sin ( 2 « — 2 ) sin - 

^ '2 ^ '2 2 

(20) 

[0„,- '"-t-"'- 



2' *"* sm ( 2 « -- I ) - • sm ( 2 « — 2 ) — • • sm - 
^ '2 ^ '2 2 



on aura 



Ces équations, en remplaçant a^ et b^ par leurs valeurs en fonctions de S, et C/, et en ayant de nouveau 
égard aux relations ( 2 ) , prendront la forme 

S^ cosi { 2 « — i) C, sini ( 2 1 — I ) - = [i'\^ , 



et l'on en déduira 



(22) 



S, cos I ( 2 1 -h I ) ^ - C, sini ( 2 1 4- 1 : ) ^ = [ i' ] , , 



sin I ( 2 1 -f- 1 ) - sin I ( 2 i — I ) - 

S.= [/], r—. '-[i], r-. ?, 

' ^ ■'• smia •■ -"^ sm/a 

C0Sl{2/4-l)- C0Sl{2 — i)- 
Q= ['■]. --: -^ - Ul — '^ 

*- ■" smi« *- ■" smia 
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Ainsi donc , ( « )i ®M ' )j ^^^uit déterminés par la formule ( 1 8 ) » on en déduira [ ' ], et [ i ], par les formules (20), 
puis 5, et C^ par les formules ( 22 ). 

Le calcul relatif à la détermination de S._, et de Ci_^ sera ensuite plus simple en ayant recours à la se- 
conde et à la troisième formule du système (i5) plutôt qu'à la première et à la seconde. Ces équations de- 
viendront , par des transformations tout à fait semblables à celles que nous venons de développer, 

Iv/^/' )- , ^ nr 



a 

sm - 

2 






al 

• sm 2 - 1 
2 / 



C'est par le soin que nous avons eu de prendre la seconde et la troisième des équations du système (i5 ) , 
que les premiers membres des équations (21) , qui ont déjà été calculés, se retrouvent ici en facteurs. Si 
nous avons égard à cette condition et à la notation { 20 ) , nous pourrons poser, pour abréger j 

sm ( 2 « — 2 ) - 
sin- 

(23) 

sin ( 2 1 —- 2 ) - 

.// r . 1 r .-w 2 



-^1. = ['■-«],-['•], 



. a 

sm- 
2 



Ces expressions réduisent les équations précédentes aux suivantes : 

La forme de ces équations est la môme que celle des équations (21) et Ton en déduira de la même manière 



sin(/~i)(2i4-i)^ 8in(«-i)(2/-î)^ 

, , , ^- "^ ^-* sin(i-i)a ^^-> sin(/-l)a ' 

(25) 

COS(l — l) (214-1)- COS(l -~l)(2« — l)- 



'"* *-' sin(i — i)a *-' sin(« — i)a 

La détermination de S^, et de C|_, devra se faire au moyen de la troisième et de la quatrième des 
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formules du système (i3). Ces formules, transformées comme les précédentes, deviennent 

[,^_^,(.->)('-i)_i,_,,-(.-»)«-i)] (_^y'-'8in(.«-5) ^ . . . sinî 



+ [«,x'C-»-M-^^'-'^] (^)'"8in(.-3) " ...sin3 2 

+ [.,_..('-')('^^)-é,_,.-('--)('+i)]/^\"-%i„(,,_4)î 

+ Ux'('-^')- 6,x-'"('+l)] /-â=y'"'sin{2i-3) ï ... sin32 
Si , en ayant égard aux relations ( 21) et (24 ) et à la notation (20) , on pose 



sin2- 



= 2(l-2)j/^J 



. . . sm - 
2 



...8in2-\=.î(,_2),v/^. 



sin(2* — 4)- sin(2i — 4)- sin(2i— 3) - 



{a6) 



. a 

sin- 

2 



. a . a 

sin - sin 2 - 
2 2 



sin(2£ — 4)- sin (21 — 4)- sin(2i — 3)- 

*L = [' - a]. - Al, --* - [0, — 



sm- 



a a 

sin - sin 2 - 

2 2 



les équations précédentes s'écriront 
et l'on en déduira 



sin(i — 2)(2/-|-i)- sin(« — 2) (2*— i)- 



(V) 



sin{i — 2)a 



sin(i — 2)a 



Q., = C, 



C08(l — 2)(2/-f-l)- COS(l — 2)(2I— l)- 



sin(/— 2)a 



-/-L 



sin(/~2)a 



Ainsi de suite, remontant de système en système, pai^ ces formules dont la loi est assez évidente, on arri- 
vera par des calculs symétriques à la détermination de tous les coefficients S^ et C,, S^., et C._, , . . . , jus- 
qu'à S, et C,.. Ceux-ci en particulier seront donnés par les formules des rangs 1 et (1 4-1 ) du sytème (6). 
Enfin la première des équations (i) donnera C^ fort simplement. 

En résumé, les opérations numériques qu'on aura à effectuer pour obtenir le système des valeurs de S et 
de C seront les suivantes : 

1°. On déterminera les ( 2 « + 1 ) valeurs numériques R^ , Rj , R, , . . . , et R, , de la fonction à développer ; 
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2°. Au moyen des formules (5) et (i8), on déterminera les valeurs numériques comprises dans le ta- 
bleau (12); 

3^ Par les forpiules(2o), on calculera les 2/ quantités [«], et [i]^, [' — i^ et [' — iL, [' — a], et 
[' ~ ^]* jusqu'à [i], et [i],^^, , ce qui ne demande que quelques logarithmes; 

4''. Au moyen des formules (23), {26) et de leurs analogues, on calculera les 2(/-~i) quanti- 
tés /'_j et/f_, , /J_, et k!^_j î • • • 7 jusqu'à X; et/;' ; 

5°. Les formules (22) , (25) , (27) et leurs analogues, donneront toutes les quantités S et C, à l'exception 
de Cj qu'on déduira de la première des formules (i). 

Tous ces calculs sont symétriques. On peut d'ailleurs contrôler simplement les quantités ( Oi > ( 0» 1 ( ' )s » 

Car si Ton ajoute toutes les équations que donne la formule (id) , lorsqu'on suppose que l'indice k varie de- 
puis n jusqu'à n';on aura 

(28) 2"'('4-i),-2'*'^^0*+ 2" (i),-2cos/a 2"^\i\; 

le signe X étant relatif aux différentes valeurs de l'indice X. Cette relatiou permettra de vérifier rapide- 
ment toute la série des coefficients [i\ ou seulement un petit nombre d'entre eux pris consécutivement, 
ce qui fera découvrir aisément les erreurs qui auraient pu s'y glisser. 
Enfin il faudra que les équations (i) fournissent toutes la même valeur de la constante C.. 

» Voici, en supposant a = 42° 14', l'ensemble des formules qu'on aura à employer, lorsqu'en suivant la 
marche précédente , on voudra pousser le développement d'une fonction périodique de z jusqu'aux termes 
qui dépendent du sinus et du cosinus de 20 z. 

i*". Valeurs des multiples de a, pour lesquelles la fonction doit être calculée : 

a =r 0*^0' 

ia= 42.14 lia == 104*^34' 2f ex =166° 54' 3l a = 229*^14' 

2a= 84.28 I2a^i46.48 22cx=209. 8 32a = 27i.28 

3a =126.42 i3a=i89. 2 23a=25i.22 33a = 3i3.42 

4a = 168.56 i4a=23i.i6 24a = 293.36 34a = 355.56 

5a = 211.10 i5a = 273.30 25a=335.5o 35a = 38. 10 

6a = 253.24 i6a=3i5.44 26a = 18.4 36a = 80.24 

7a =295.38 17a =357.58 27a = 60.18 37a =122.38 

8a =337.52 i8a= 40.12 28a = 102.32 38a = 164.52 

9a = 20.6 19»= 82.26 29a =144.46 39a = 207. 6 

ioa= 62.20 2oa= 124.40 3oa = i87. o 4oa = 249.20 

2^. Valeurs des logarithmes des cosinus des multiples de a, pour le calcul des quantités comprises; dans 
le tableau (12): 

logcosa = 7,8694744 logcosBa= 1,9667562 logcosi5a= 2,7856753 

logcos2a= 2,9841889 logcos9a= l 't^l'J^lo^'^ logcosi6a= 1,854973© 

logcos3a= —7,7764289 logcosioa= 1,6668238 logcosi7a= 159997265 

logcos4a= -7,991 8480 logcosiia = — 7,400 5489 logcosi8a= 7,8829774 

logcos 5a = —7,932 3o4o log cos 12a = — 1,922 6o32 logcosi9a= 1,1195188 

logcos6a= —7,4558926 logco8i3a= —7,9945798 

logcos7a— 7,6360969 logcosi4a= — 1,796 3638 

I. 5o 
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3°. Formules pour le calcul des quantités [i],» [«]„ etc. : 

[ 2o]„ = 1 5 359 2o3o ( 20)^ 
[ï9]„ = -"î>945 2o5i(i9)„ 
[i8]„= o,3oo274o(i8)„ 
U7].= 2,9^Boo8(i7)„ 
[i6]„=r -T, 007 2623 (i6)„ 
[i5]„= 7,567 i3o3(i5)„ 
[>4]„=- 0,040 4616 (i4)„ 



[i3].- 


1,5393797(13), 


[6].= 


- 1,6040284(6). 


[«»]« = 


- 1,2007140(12). 


[5].= 


7,818 2249(5). 


[•']» = 


7,6982760(11). 


[4L = 


2,9452895(4). 


[10]. = 


-0,2447609(10). 


[3],= 


-7,1778281(3). 


[9].= 


0,2017745(9). 


bL = 


7,7615945(2). 


[8],= 


-5,6289362(8). 


[>].= 


-0,1423441 (>). 


[7].- 


7,021 8075 ( 7 ).. 







4"*. Formules pour le calcul des quantités X^ et /;' : 
^'1. = [^o], A\,= [ 19], - o ,439 5758 /;, 



^V. = ['7L + â, 993 3688 X^,, 
4- 2,680 3737 X^t» 
+ 2, 539 0190 /<j^ 



^'m = [i4L4-o,335 5o57X^,, 
-0,487 1782 X^,« 
-h 0,535 i45oX^,, 
-0,4957922/^,, 
4-0,3559120/^,, 
— o ,0464060X^2» 



^.. = [i«L-- 0,429 1846 A',, 
-o,5ii 4089X^,3 
~ 0,298 6207 ^',^ 

— T5621 4892 X^'i 
-4- 2,833 6790/^', g 

— 2)63o 5595 X-'j, 
4-2,7962654*',, 

— 1, 4922146X^,9 
-0,249 5897 X^„ 



^^i« = [ i6]j 4- 0,287 2287 X^,, 
— o,o54 3o84X^,, 
4-2,6530807X^,5 
4-2,1695812X^,9 



^' ^ = [^3], 4-7,639 2987 X^., 

— 7,5127649 X^,, 

4-7,453 6741/'»* 

— 7, 434 8422 X^,, 
4- 1 , 45o 2965 X^, ^ 

— 7 , 5o4 8625 X', , 
4-1,6222915X^,9 



'^'i » = [ïo]..— o »39o 6429 X^, , 

— o ,56o 33i7 X',2 

-0,5949199^^1, 

— 0,5066398X^1^ 

— 0,261 3392 X',j 
-7,678 1264 X^,, 
4- I î 1 47 ^^54 X^, 7 
-7,565 3683X^,9 

— o,2i5 6858X^,9 

— o ,480 8906X^,9 



*'.8=[i8]3- 0,253 24i8X^,,, 

— 0,3689158X^,9 

>^'. = [i5L-ho, 44a 5632X^,9 

-0,573 7149 ^'.7 
4- 0,466 3471 /^/ 

— 0,0629224X^1, 
4-2,629 1823X^,9 

X',, = [i2], — 0,181 8o83X^,^ 

— 7,675 i8i2X^,^ 
4- 2,919 8834 X^,, 

— 2 ^622 8452 X-', 9 
4- 2,53i 2420X^1, 

— 2,606 3288X^,9 
4-2^8790923X^,9 

— 1 ,554 5206X^,9 

^»^[9L-ï^'979 5o26X',9 

— 7,9708604X^1, 

— 1,9669069/',, 

— 1,9660913/',, 

— 1,968 i670>,, 

— 7,973 8o56X^,j 

— 7,9858142/-',^ 
-0,023 4633/',, 

— 19977^744/"',, 

— 7,9645728/^,, 

— 7,9585029/^,9 



Digitized by 



Google 



DÉVELOPPEMENTS DES FONCTIONS EN SÉRIES. 



395 



^'.= [ 8 J,3-h 0,019 44^5/; 

— 25441 oo85 k\ ^ 

— 2,025 9147 A',, 

-3,8467681/^,, 

— 3^810 3022X'',j 

— 3 ) 903 4o53 k\ < 

— 2, 162 7902X^,4 

— 2,789 2912 X-',, 
-l-T,2859ii3X^,, 

— 5, 892 8164 X^,, 

— 2,1905396X^,5 
-3,909 9613 X<,. 



^\= [5]„+o,i57 3o9oX; 

— 0,228 0434 X', 
-1-0,2583327X^3 

— o ,2590103X^5, 

-h o ,230 2802X',^ 

— o, 162 0339 X-',, 
4-0,011 6767 X',2 

-2,977 5194 X',, 
4-T,27i 8339 X^,, 

— 1,3767239X^,5, 
-h 7,425 7913 X',. 

— 7,441 4355 X',, 

-^7,428 5969 X-',, 

— 7, 383 2836 X^,, 
-f-7,285 9ii3X;, 



^'.---['^L- 0,4^13457X^3 

-o,597 6i34X^, 
. -o,55o4438X-', 

-0,278 8979 x; 

- 1,578 3535 X^. 
-1-2,916 ii48X^. 

— 2,903 6240 X^, 
-r7,5i8 635iX',„ 
-i-o,258 3327X^, , 



f^'. = [7]h+o 



— o 
4-0 

— 2 
~ 3 

-3 
-3 

— 2 
4-7 

— I 

~h7 

— 2 

— 2 



[4].-' 



4-1 

— 2 
4-2 

— 2 

-1-5 

— I 

-4-7 

-f o 

4-2 

— 2 

4-î 
-3 
4-2 

— 2 

-h2 



-1-0,5430470X^,2 

4-o,599 85o2X',3 
-h 0,454 i45i XVi 
4-o,o3i 5644 X',, 
4- 2 , 325 5928 X', , 

— 2,025 9148 X',. 
-1-2,2686711 X',, 

— 1 , 966 9069 X', j 

— 0,427 9342 X',, 



398 3787 X', X; = [6],54- 0,424 8858 X^, 

406 71 81 X; - o , 596 0678 X-', 

o3i 5642 X^, ,^ -K o , 599 85oi k'^ 

282 6258 X^, , - o , 437 685i X', , 

835 0196 X^, , -f o ,o3o 0188 X^, , 

749 7917 ^',3 -â,374 999ï^'i5 

97o6349X'',^ — 2, 184 7020X',, 

684 6004 X', i - 2 5 720 3365 X^, , 

428 5968 X', j 4-7,425 79i3X^, , 

624 3533 X^, , — 7 , 709 OI23 X^, , 

464 586o X', , -f- 7 , 796 621 3 X^, , 

8o3 9143 X', 5 — I ,724 8010 X',, 

001 i898X;„ -1-7,464 586iX-',, 

— 2, 830 42I4X"',. 

726 5646 X^, X', = [3]„- o ,347 4269X^, 

140 91 16 X^, - 0,246 3855X-; 

9036241 X; -7,578 3535 X^. 

8o3 854iX', 4-2,822i96iX^, 

801 63io X-; — 2 , 552 3962 x; 

896 2273 X^, , -h 2 , 546 5449 ^^s 

124 8o63 X; , - 2 , 801 63o9X^, . 

677 iiH ^\ , -f- 7, 5i7 0896X', , 

01 1 6768 X',3 -I- o ,23o 2802X^,, 

5467750X;, 4-0,352 i5i8X^,3 

1847019X^,4 4-o,o3ooi88X-',^ 

o22oi5i X',, +2,297 5402 /t'.j 

970 6349 ^ w — 3 , 835 0196 A\ , 

0127861 X',, 4- 3,698 8398 XV, 

162 7901 X^ — 3,810 3022XV 

^»96 4i3oXV 4-2,23i 3896XV 

— 7,968 i67oX^,, 

4-0,424 8859 X^ 
4-0,44^0234 X',3 
4-0,398 3790 X',^ 
-\- o , 279 1 808 X', i 
4-0,019 4427 X', g 

4-2,692 4073 x;, 

— 1 5 979 5027 X^ 

— 0,262 1991 X^ 

- 0,390 6430 x;.. 



[iL„- 0,270 8412 x^, 
-0,3945965x^3 

-0,441 3456 X^, 

— 0,427 1089X^4 

— 0,347 4^69 X', 
0,1697998X^7 

-7,726 5646 X^, 
H- 7, 685 i883X^, 
4-0,1573091 X^ 

4-0,341 5757 x;, 



5o. 
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Les coefficients k" se déduisent les uns des autres par les mêmes formules , en ayant soin seulement 
d'augmenter d'une unité l'indice n des coefficients [i]„. 

5". Formules pour le calcul des coefficients S et C : 

S, = T,92'2 5195 h\ — o, 160 2733 /^ , 
C, = — 0,089 9948 k\ -f-T,542 2937 X';. 

S,' = — 7,970 5069 k\ -1-1 ,660 5596 k\ , 
C^ = 7,567 3845 k\ 4-7,95i 5222 k"^, 

S3 = o,o85 2750 k\ -\- 1 ,976 0190 /^3 , 
C3 = r,436 3809 k\ — 1 ,909 5192 k\, 

S, = — o,55i 6741 k\ — 0,625 8645 /^, 
C^ =z= — 0,579 99^3 k\ — o,483 9339 /^. 

Sj = —7,476 3905 X; -h7,864 3oi5 /';, 
Cj = — 0,280 7846 k\ — o,252 46o5 X^j. 

Sg = — 1 ,649 2800 Xg — 0,01 3 4623 X^ , 
C, = 7,974 6964 k\ - 7,198 2148 X^.. 

S, = 1 ,980 3901 X; 4- 2,972 0956 X^, , 
C, = — i,75o 2496 X', +0,043 4375 X^. 

S, = — 0,4^3 0089 Xg +0,401 1410 X-^, 
Cg = - 7,237 5983 X; —7,923 i36o X^,. 

Sg = — o,36o 6994 X; + o, 187 4740 X-; , 
Cj, = — o,252 7279 k\ +0,392 5285 X*. 

S„ = 7 , 538 8060 X^j „ + 7 , 898 3929 X*; , , 
C.o= o,o3i«34)9X',, - 7,905 9732 X%. 

S„= 7,464 5346 X^.. -7,947 4825 X^,, 

Cn = -7,996 1873 //.. - 7,725 3974 x>;,. 

S„ = — 0,149 5955 /;, -7,737 2961 x%, 
C„= 0,064 i55i /',, + 0,241 2235 X^,. 

S,3 = — 0,802 2957 X',3 — o,8o3 0941 X^3, 
C,3 = 7,759 9693 //, , - 7,63i o865 X^ 3. 

S., = 0,049 5175 X'., +7,334 4409 X^, , 
Cm= 7,7938951 X',, + 0,101 6147 X^,. 

S,, = -7,654 ii83X^,, + 7,964 0276X^5, 
C,i = — 1 ,95i 6520 X', j — 7, 597 1262 X^j. 
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S,g = — 7,269 9*95 >t',« — T,933 5892 k\^, 
C,g= 0,1524471 /^,, — 0,0596321 A^,. 

• S„ = 1 ,272 8354 ^^1 7 — ï ,254 8913 X^ , , • 
C„ = - 1,323 2279/',,-+- 1,336 4715 X^,. 

S,.= 0,176 8466/^,, -0,143 4219/';,, 
C,g = - T , 576 8362 /', g — 7, 833 5248 /• , . 

S„= -1,976 4612/^,, -7,3408411 h\,, 

c„ = — 1,5402720/'',, -h 7, 993 2956 x*;,. 

Sj,= 7,85o 5969/^,,+ 0,084 8nor,,, 

C50 = ^1 994 6593 /^, - 'â , 326 7325 r, . 

H "= "0 — ^1 Cj , . . . , Cjj. 

IL — Développement de la fonction pertwiatrice relative à V action de Jupiter sur P allas. 
Calcul du terme dont dépend une inégalité à longue période du mouvement de cette 
dernière planète. 

Dans la première forme donnée au développement de la fonction perturbatrice, dans, le chapitre IV, 
chacun des coefficients est ordonné suivant les puissances croissantes des excentricités des orbites des 
deux planètes considérées et du sinus carré de la moitié de leur inclinaison relative. Son expression est, 
en général , rapidement convergente pour les planètes dont les orbites ont une faible excentricité et une 
inclinaison relative peu considérable. On remarque toutefois qu'à mesure que les puissances des excentricités 
et de l'inclinaison relative vont en s'élevant dans l'expression d'un même coefficient, elles se trouvent multipliées 
par des nombres dont la valeur absolue va en croissant rapidement pour plusieurs des premiers termes ; 
de plus, si les indices des moyens mouvements sous les signes sinus et cosinus sont considérables, le 
nombre de ces termes peut devenir fort grand. On ne pourrait donc, dans ce cas, s'en tenir à un petit 
nombre des premiers termes des séries représentant les coefficients, que si les excentricités et les inclinai- 
sons étaient très-petites ; si , au contraire , elles sont considérables, il peut se faire que les séries citîviennent 
inapplicables. 

Il existe sans doute des cas oii la difficulté serait réelle ; mais il y a aussi des circonstances dans lesquelles 
elle n'est qu'apparente , dans lesquelles elle tient à la forme incommode donnée au dé\ eloppement de 
chacun des coefficients. 

Considérons, par exemple, la planète Pallas dont l'excentricité est égale à 0,242, et dont Torbite est 
inclinée de 34'' i5'sur l'orbite de Jupiter, et voyons si cette grande inclinaison doit s'opposer à la conver- 
gence de la série de sinus et de cosinus qui représentera la fonction perturbatrice provenant de l'action de 
Jupiter. En laissant de côté toute idée de développement algébrique, on aperçoit que de brusques change- 
ments dans les valeurs relatives de la fonction perturbatrice , pour de faibles variations dans les longitudes 
des planètes, forceraient de prolonger la série jusqu'à des multiples élevés des longitudes moyennes. Qu'au 
contraire , une fonction périodique qui ne varierait que très-lentement avec les longitudes des planètes , 
pourrait être représentée , en général , par un petit nombre do termes. En sorte que toute circonstance qui 
contribuera à rendre moins rapides les variations de la force perturbatrice , pourra devenir favorable à la 
convergence de son développement. Or la grande inclinaison de l'orbite de Pallas sur l'orbite de Jupiter 
est précisément une circonstance de cette espèce. 

L'aphélie de Pallas se trouve à 54 degrés de l'intersection mutuelle des orbites. Admettons que lorsque 
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la planète arrive dans cette position, Jupiter se trouve avoir la même longitude , ce qui donnera lieu aux 
variations les plus rapides de la fonction perturbatrice. Pallas , depuis l'instant où elle se trouve dans son 
nœud jusqu'à l'instant où elle devient aphélie , se rapproche de Jupiter beaucoup moins que si son orbite se 
trouvait tout entière dans le plan de l'orbite de cette dernière planète. Et ainsi on est conduit à penser que 
l'inclinaison mutuelle des orbites peut être favorable au développement de la fonction perturbatrice ; qu'elle 
peut , jusqu'à un certain point , compenser l'inconvénient de la grandeur de l'excentricité. 

La seconde forme, donnée dans le chap. IV (art. 47) , ne présente plus les mêmes difficultés relative- 
ment aux grandes inclinaisons mutuelles des orbites. Toutefois les coefficients y sont encore développés 
suivant les puissances croissantes des excentricités, et il en pourra résulter des inconvénients d'autant plus 
considérables , qu'on devra déterminer des termes d'un rang plus élevé dans les séries. Il ne paraît pas en 
effet qu'une bonne classification de ces termes doive s'appuyer sur les puissances des excentricités , dès que 
ces excentricités sont un peu notables ; elle doit plutôt reposer alors sur la grandeur des multiplicateurs 
des longitudes moyennes sous les signes sinus et cosinus. 

C'est donc à la méthode par laquelle on détermine les coefficients du développement d'une fonction , au 
moyen de ses valeurs particulières, que nous allons recourir ici : et nous porterons le développement assez 
loin pour qu'il soit possible d'en conclure une inégalité du onzième ordre existant dans le moyen mouve- 
ment de Pallas , et qui dépend de dix-huit fois le moyen mouvement de Jupiter moins ^ept fois celui de 
Pallas, La différence de ces deux angles n'est que de i63i secondes sexagésimales en une année julienne. 
Cette valeur est sujette à une incertitude provenant de la correctiorf dont peut avoir besoin le moyen 
mouvement de Pallas dont j'ai fait usage; mais il n'en résulte aucune difficulté. Si l'on veut ultérieurement 

remplacer l'angle de i63i secondes par un autre angle D , on n'aura qu'à multiplier par (■^T-^) le coeffi- 
cient auquel nous allons parvenir pour l'inégalité cherchée. 

Appelons /' et / les longitudes moyennes n't-k- e' et /zz-f-e de Jupiter et de Pallas, et posons, pour le 
développement de la fonction perturbatrice R , conformément à la notation adoptée dans riNTRODUcriON , 
art. 19, 

R =2S, /sin(i7+/'/')-h2C,/cos(i7-f-«'/'), 

/ et r devant avoir toutes les valeurs entières, positives et négatives, depuis zéro jusqu'à l'infini. Ainsi que 
nous le verrons dans le chap. VI, et en vertu delà formule (43) du chap. III, l'inégalité cherchée a pour 
expression 



(i) 00 - - Zan'm' Ç Ç'J^dt': 



on ne considérera que le terme de R qui répond à /' — 18 et / ^ — 7. Si l'on désigne par M et N les va- 
leurs correspondantes de S, / et de C, /, on aura donc 

'^ '^> ^ - IwTT^ ( TftTP — —] M^osiiS/'-j/H-,:.— T-f-^-î ) N sin(i8/'- 7/). 

sm I \\^n ~ -] itj sm I \i8//— 7/// ^ ' 

Kn adoptant les valeurs a — 2,77263 , m' — — -- , //' — 109256", n — 28071 1", 18 //' — 7 // ^ iG3i", 

en une année julienne , on trouve 8,52996 pour le logarithme de la valeur absolue du coefficient de M et 
de N , dans la fqrmule précédente. D'où Ton déduit que la valeur abstraite soit de M , soit de N, qui répond à 
une sec>onde sexagésimale est égale à très-peu près à 0,000 000 oo3. On voit par là jusqu'à quelle approxi- 
mation devra être poussé le développement, pour qu'il puisse fournir l'inégalité qu'on a en vue. 

Avant d'entreprendre l'ensemble des calculs qui sont nécessaires pour porter jusque-là le développement 
de la fonction perturbatrice , il importe d'examiner si l'on a quelque raison de croire que le coefficient du 
terme en 18/'— 7/ sera effectivement supérieur à la limite au-dessous de laquelle l'inéiialilé rorresiK)n- 
d;uite du moven mouvement de Pallas serait insensible. 
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GRANDE INÉGALITÉ DU MOUVEMENT DE PALLAS. 899 

Donnons à la valeur ci-dessus de R la forme 

(3) R =2A,^..,smi'/'4- 2A,^.,cosr/', 

et cherchons à déterminer à priori Tordre de grandeur des coefficients A, ^^ et A^ ,,. Ces coeflBcients sont 
des fonctions de la longitude vraie et du rayon vecteur de Pallas. Nous devons déterminer leurs valeurs nu- 
mériques pour les différentes longitudes vraies de Pallas correspondantes à des longitudes moyennes équi- 
distantes entre elles. Ces valeurs serviront ensuite aux développements des coeflBcients eux-mêmes , suivant 
les sinus et les cosinus des multiples de la longitude moyenne de Pallas. 

S'il était permis , dans cette détermination , de ne conserver que les puissances inférieures de l'excentri- 
cité de Jupiter, qui est beaucoup plus petite que l'excentricité de Pallas, on pourrait obtenir un dévelop- 
pement algébrique très-simple des coefficients A^ ., et A^ ., : et en attribuant à la longitude vraie de Pallas, 
qui y entrerait , les différentes valeurs qu'elle doit avoir, on formerait rapidement les valeurs numériques 
correspondantes de A^ ., et de A^. .,, Bien que ce développement ne doive pas nous servir définitivement à 
cet usage , il nous donnera cependant les moyens de nous convaincre à priori que la perturbation dont il 
s'agit aura , suivant toute probabilité , une valeur très-sensible. 

L'expression de l'inverse de la distance mutuelle des deux planètes, en fonction des rayons vecteurs r' et 
/•, des longitudes vraies /' et t comptées de l'intersection mutuelle des orbites , et de l'inclinaison mutuelle 
7 des orbites est 

R = j r^^-^r^— ar'rcos/'cos/ — 2r'/-cos7sin/'sin/ )"*. 

Nous allons la développer par rapport aux puissances de l'excentricité de Jupiter. 

Si nous négligeons d'abord cette excentricité , / se réduira au demi-grand axe «' ; /'à la longitude 
moyenne /' comptée de l'intersection mutuelle des orbites ; et, en appelant R^, la partie correspondante de 
R, nous pourrons écrire 

Rj, = |a'»-}-r'— 2flr'rco8/(cos/'+eos7 tang/sin/') j *. 

Cette expression se simplifiera en posant 

tang/, = COS7 tangf , 
^, étant la longitude vraie de Pallas projetée sur le plan de l'orbite de Jupiter , et ainsi nous aurons 



R.= j«" 



cosr, ^ • 



cost 



ou enfin , en remarquant que représente le cosinus de la latitude s de Pallas au-dessus du plan d& 

cos t^ 

l'orbite de Jupiter, 

R^ = |fl"-h/^ — a«'rcos^cos(/'— f,) j"% 

résultat auquel on arrive immédiatement par une construction géométrique très-simple^ 
Nous réduirons cette expression de R^ à la forme 

R. = K"^|i-f-a^-2acos(/'-r,)|'% 
en déterminant les quantités K et a par les équations 
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4oo RECHERCHES ASTRONOMIQUES. — ADD. AU CHAP. IV. 

L^ seconde de ces relations donnera K quand on connaîtra a. Or, par Télimination de K . on tombe pour 
déterminer a sur l'équation réciproque 

( 5 ) a' — (—-h—Aoi-hi = o, 

^ ' cos,s\r a'J 

qui a toujours deux racines positives dont Tune est plus petite que l'unité. On ne conservera que cette 
racine ; son expression est la suivante : 



Soit alors 

R,= K"^2^('')cosr(^'-^), 

/ ' ayant toutes les valeurs entières et positives, zéro compris. ^Si nous faisons i' = i8 , et si nous dévelop- 
pons le cosinus de i8 (/' — /, ), nous trouverons pour les parties de A^ „ et de A^ ^^ qui sont indépendantes 
de l'excentricité de Jupiter, 

, , A „-K"^"M'*) sini8^, 

(7) 

A^^,, = K^b^'') COS18/, ; 

il n'y a dans ces formules aucune quantité qui ne se détermine très-simplement. 

Pour avoir égard à la première puissance de l'excentricité de Jupiter, je remarque que R , fonction de 
cette excentricité e', peut être développé par rapport à ses puissances ascendantes. On a, en désignant par 
R, la partie de R qui est proportionnelle à e\ 

(■j-,) représentant la dérivée de R, prise par rapport à c', et dans laquelle on a fait ensuite e' = o. Si 
l'on développe cette dérivée , on obtient 

R, = } «"H-r" — 'ia'rcossco&(l' — r, ) T' x 



2. 






Le développement du facteur { a" 4- H — 2 a' /• cos 5 cos ( /' — /, ) 1 % qui entre dans cette valeur de R, , 
s'effectuera comme ci-dessus, en le représentant par la série 

K'^ScC) cosr(/'-f,). 

Quant au second facteur, on l'obtiendra aisément par la considération des formules du mouvement ellip- 
tique , et on le trouvera égal à l'expression suivante : 

— '2a" COS(/' — a') -h Srt'cosw'.rcos/ — «'008(2/'— w'),rC0S/ 
-hcosy I Srt'sinw'./sin^ — rt'sin(2/'— ar').rsinr |. 
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On multipliera ces deux facteurs l'un par Tautre , en transformant en .sommes les produits des lignes 
trigonométriques des arcs relatifs à la planète Jupiter : et en ne s'arrêtant dans les résultats qu'aux termes 
en i8/', on trouvera la partie cherchée de R,. Nous allons la réunir à l'expression de R^, ce qui nous four- 
nira les seuls termes de R dont nous ayons besoin pour le but que nous nous proposons. 

Posons , pour abréger, 

{ 2 rcoSi- 2 ) 

\ l cC'») ^ _fL c(t«) _ i c^>»^ { cos^ = X , 
(2 rcoss 2 ) 

et nous obtiendrons 

A,,,,= K"*6^'»^sini8/,~^aVK"^|3]Lsin(i7/,4-w')-i-^sin(i7/,--a')|, 

A,„=K '^^'•^cosi8/,- -«VK '|aR/COs(i7/,-htï')-h5t>cos(i7/.-ar') j. 

Telles sont les valeurs qu'on obtient pour A, >, et A^ ,j , en se bornant à la première puissance de l'excen- 
tricité de Jupiter. Les coefficients b^^^ et c^'^ qu'elles renferment peuvent être calculés par la série suivante , 

dans laquelle on attribuera successivement à ^ les valeurs - et - : 



(10) 



(l — a^)'( I i-l-l 

1.2 (/4-i)(,-4-2) 

etc h 



j'ai posé dans 'le second membre 5 = 6*. Cette série est avantageuse quand l'indice / est considé- 
rable. Nous pourrons donc nous en servir puisque nous aurons à supposer successivement 1 = 16 , « = 17, 
f = 18 , / = 19 et I = 20. 

Considérons particulièrement le cas où Pallas se trouve dans la huitième des positions que nous aurons 
à lui attribuer. Sa longitude vraie, comptée de l'intersection des orbites, est alors égale à 122° 46' i7'',4 , 
ainsi qu'on peut le déduire des Tables que nous donnerons plus loin. Pallas est dans le voisinage de son aphélie. 
Nous trouverons , par les formules du paragraphe précédent , les valeurs suivantes de A, „ et de A^ „ : 

A, ,g = 0,000 000 192 — 0,000 000 459 = — 0,000 000 267, 
A^ ,g = — 0,000 000 249 — 0,000 000 629 = — 0,000 000 878. 

La première expression de chacun de ces coefficients renferme deux termes : le premier est la partie indé- 
pendante de l'excentricité de Jupiter ; le second est la partie proportionnelle à la première puissance de 
cette excentricité. 

Nous voyons donc que les termes dépendants de la première puissance de l'excentricité de Jupiter sont 
du même ordre de grandeur que ceux qui en sont indépendants. Il est facile d'en trouver la raison , en 

comparant entre elles les valeurs de 'ifep et de «ifèj^, : si l'on se borne à prendre le rapport des deux pre- 



miers termes, ce qui suffit parce que / est considérable, on trouve à peu près, 

— = (i-h-) X ^^• 



^s 



y^'f^ 



5i 
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— i— 5 est un nombre pea considérable , qui rarement atteint à a dans la théorie des planètes. Si donc 

- est une petite quantité , le rapport précédent ne sera pas grand , et l'influence de la petitesse des excen- 
tricités pourra rendre les séries convergentes dès leurs premiers tenues. C'est cette circonstance qui se 
présente le plus habituellement dans le calcul des perturbations , parce que J'indice i est ordinairement un 

petit nombre. Mais dans le<»s qui nous occupe, i est égal à i8 ; .v est égal à - lorsqu'on passe du premier 

au second terme des séries qui représentent A, j, et A^ ,g ; le rapport précédent devient donc fort grand , 
et il compense l'influence de la petitesse de l'excentricité. 

Il faut se garder toutefois d'en conclure que les séries développées suivant les puissances des excentri- 
cités ne sont pas convergentes ; seulement leur convergence ne commence qu'à des termes trop éloignés 
pour qu'on puisse les employer dans les calculs numériques. Lorsque s , qui augmente d'une unité en pas- 
sant d'un terme au suivant , devient comparable à / , les termes peuvent décroître rapidement en vertu de 
la petitesse des excentricités. 

Mais si les expressions (9 ) ne peuvent nous servir \)o\it le calcul définitif des quantités A, ^^ et A^ „ , 
elles vont nous fournir deux remarques importantes. 

On aperçoit d'abord que les premiers termes des séries (9 ) sont du même ordre de grandeur ; en sorte 
que les valeurs numériques (11), qui ne sauraient être prises pour les valeurs absolues exactes de A, ,g et 
de A^ ,g, sont cependant suffisantes pour fixer leur ordre. D'autre part, ces valeurs des nombres (ii) étant 
beaucoup plus grandes que la valeur de M ou de N qui répond à une inégalité de i" sexagésimale, quoique 
la fonction perturbatrice soit loin d'être à son maximum pour la position de Pallas que nous avons 
choisie, il devient trè&-probable que la perturbation que nous examinons sera sensible. 

En consultant les Tables données plus loin, on peut voir que les valeurs exactes de A, ,g et A^ ^, pour 
cette huitième position de Pallas sont les suivantes : 

A, jj, = — o ,000 000 328 , 
A^„ =-1-0,000000617. 

Ces valeurs sont effectivement différentes des valeurs (i 1) ; mais leur ordre de grandeur est le même. 

Des considérations du même genre font voir que dans le développement suivant les sinus et les cosinus 
des multiples de la longitude moyenne de Jupiter, on peut s'en tenir aux termes qui dépendent de 40 fois 
cette longitude ; maïs que les précédents ne sauraient être négligés. En sorte que dans ce premier déve- 
loppement on peut faire usage de la méthode d'interpolation donnée dans I'Introduction , art 22 , et ré- 
server la méthode que nous avons exposée en tête de cette Addition , pour le développement suivant les 
sinus et les cosinus des multiples de la longitude moyenne de Pallas, puisque dans ce cas on ne sait 
nullement à quel multiple on peut s'arrêter. 

Nous simplifierons la détermination des quantités A, ,g et A^ „, en divisant le quart de la circonférence 
en 18 parties; ce qui est plus que suffisant pour l'approximation cherchée, et offrira l'avantage de réduire 
les calculs à la détermination des valeurs numériques de la fonction perturbatrice. Nous trouverons par 
les formules des art. 20, 21 et 22 de I'Introduction : 

(12) 

Ao. = ^(î^o + R4 + Rh + - • + R..)-^(R.-f-R6 + R.o + ...^-R:o)• 
On obtient avec la même simplicité A^ ,5 dont l'expression est la suivante : 
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Ce coefficient doit être très-petit. Il nous fournira donc un moyen de nous assurer qu'aucune erreur ne se 
sera glissée dans la détermination des valeurs numériques de la fonction perturbatrice. 

Valeurs nutnériqiies de la fonction perturbatrice. 

Lorsqu'on a un grand nombre de ces valeurs à former, il est également simple d'employer les positions 
des deux planètes , rapportées à l'orbite de l'une d'elles, ou leurs positions rapportées à l'écliptique. Tadop- 
terai cette seconde forme, et j'emploierai les éléments suivants de Pallas : 

a = '2,77263, 
e = , 24'2 00, 
xr = 121" 5' o", 
V= 34° 35' Se", 

«=r 172*^38' 3o\ 

Désignons par u la longitude vraie de Pallas, et par -j' l'anomalie vraie de Jupiter. Nous pourrons donner 
à l'expression de la distance inverse des deux planètes, seule partie de la fonction perturbatrice qui puisse 
influer sur les inégalités d'un ordre élevé, la forme 

(14) R = j /'''-hr'-hPr'sin-y-l-Q/''cosV p, 

P et étant déterminées par les deux formules 

P = — (0,21 17950 jrsini' 4- (1,632 5266) /•coSJ', 

(i5) _ 

Q = — { 1,477 8699) rsinp— (o, 290 2253 )rcosp; 

les coefficients qui entrent dans ces formules sont représentés par leurs valeurs logarithmiques. Comme 
les valeurs de P et de Q restent les mêmes , tant que la position de Pallas ne change pas , l'emploi de cette 
expression de R est fort simple, quand on a formé une Table des valeurs de r'^ r'siny' et r'cosv' pour 
Jupiter, et de r*, rsinp et rcosp pour Pallas. 

La Table relative a Jupiter comprend les positions de cette planète de 5° en 5°, pour les anomalies 
moyennes ç' = o . 5*», Ç' = i . 5°, Ç' = 2 . 5°, . . . , Ç' = 7 1 . 5°. Nous les donnons dans le tableau suivant, où la 
première et la dernière colonne renferment les 72 valeurs du nombre i. Nous n'employons ici que les nombres 
naturels , tandis que dans une partie de la Table de Pallas , nous donnerons les positions en logarithmes. 
C'est la disposition qui se prête le mieux aux calculs. 

(Conformément aux usages suivis dans la disposition des Tables, les nombres qui doivent être affectés 
du signe moins, ont reçu ce signe à gauche ou à droite , selon que la valeur de l'indice i auquel ils corres- 
pondent est elle-même placée à la gauche ou à la droite du tableau. ) 



5i. 
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Table pour ks positions successives de Jupiter. 



(L'anomalie moyenne, correspondant à Tindice /, est égale à (,5*^.) 



i 


r" 


/•'sinu' 


r'cosy' 


/ . 


o 


24,524490 


0,0000000 — 


4,9522207 


72 


1 


24,534913 


0,4757488 - 


4,9303728 


71 


a 


24,566090 


0,947 3o35 - 


4,865 0495 


70 


3 


24,617746 


1, 410 5225 — 


4,7569079 


69 


4 


24,689428 


1,861 3689 - 


4,6070309 


68 


5 


24,780508 


2,2959587 - 


4,4169086 


67 


6 


24,890193 


2,7106065 — 


4,i88 4i33' 


66 


7 


25,017533 


3, 101 8656 — 


3,9237690 


65 


8 


25,161 434 


3,466 5635 - 


3,6255167 


64 


9 


25,320669 


3,801 83o8 — 


3,2964756 


63 


lO 


25,493892 


4,io5 1241 — 


2,9397021 


62 


II 


25,679654 


4,3742428 - 


2,558 4475 


61 


12 


25,876417 


4,6073399 - 


2,i56 ii59 


60 


i3 


26,082569 


4,8029263 — 


1,7362223 


59 


i4 


26,296443 


4,9598711 ~ 


i, 302 3520 


58 


i5 


26,516327 


5,0773962 - 


0, 858 1232 


57 


i6 


26,740486 


5,i55o668 - 


0,407 i5io 


56 


17 


26,967 171 


5,19^7799 - 


— 0,0469846 — 


55 


i8 


27,194635 


5,1907482 - 


- 0,5007679 - 


54 


»9 


27,421 149 


5,149 4834 - 


- 0,9507734 - 


53 


20 


27,645012 


5,0697776 - 


- 1,3936884 - 


52 


21 


27,864562 


4,9526834 — 


— 1,8263322 — 


5i 


22 


28,078 189 


4,7994942 - 


- 2,2456724 - 


5o 


23 


28,284346 


4,611 7240 — 


— 2,6488390 — 


49 


24 


28,481 556 


4,3910876 - 


- 3,o33 i346 - 


48 


25 


28,668420 


4,1394812 - 


— 3,3960441 — 


47 


26 


28,843627 


3,858 9636 - 


— 3,7352412 — 


46 


27 


29,005958 


3,55i 7388 — 


- 4,0485935 - 


45 


28 


29,154295 


3,220 i388 — 


- 4,3341667 - 


44 


29 


29,287624 


2,8666073 - 


— 4,5902273 — 


• 43 


3o 


29,405 039 


2,493 6851 - 


- 4,8152439 - 


42 


3i 


29,5o5 75o 


2,1039955 — 


- 5,0078890 - 


41 


32 


29,589080 


1,700 23lO — 


— 5,1670392 — 


40 


33 


29,654473 


1,285 1406 — 


- 5,291 7754 - 


39 


34 


29,701494 


0,8615176 - 


— 5,38i 3829 — 


38 


35 


29,729832 


0,432 1881 — 


- 5,435 35x5 - 


37 


36 


29,739299 


,.000 0000 — 


— 5,4533750 — 


36 


I 


r'^ 


r'sinu' 


r'cosv' 


1 
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La Table de Pallas comprend les positions de cette planète pour les longitudes moyennes 0.2, i.a, 
a. a, 3.a,..., i.a, a étant égal à 4a°i4'. D m'a été nécessaire de pousser cette Table jusqu'à /=4oa. 
Mais je ferai remarquer qu'en vertu de la grande excentricité de Pallas, et de l'inclinaison considérable 
de son orbite sur l'orbite de Jupiter, les valeurs de A, ,, et de A^ ,g se trouvent nulles pour les longitudes 
moyennes suivantes de Pallas, /= 2a, 3a, 4a, 5a, na, 12a, i3a, 19a, 20a, 21a, 22a, 23a, 28a, 29a, 
3oa, 3ia, 36a, 37a, 38a, 39a et 4o a: ou, pour parler plus exactement, ces coefficients sont alors né- 
gligeables par leur petitesse. Nous nous dispenserons donc de rapporter les positions de Pallas corres- 
pondant à ces longitudes moyennes, pour lesquelles nous considérerons 'les coefficients A^ ,. et A^ ,, comme 
déterminés et égaux à zéro. 

Table pour les positions successives de Pallas, correspondant aux longitudes 

moyennes l = ia. 



i 


r» 


logrsinf 


l0g/-C0SF 


1 





10,349080 


— 0,0439559 


0,480 1084 





I 


7,863759 


T, 845 6410 


0,433 8o85 


I 


6 


10,852679 


— 0,5177661 


2 , 026 6470 


6 


7 


11,844878 


— 0,4840847 


o,2o3 4o54 


7 


8 


11,252 232 


- 0,288 1888 


0,4370064 


8 


9 


9,254539 


— 7,4089227 


0,4816293 


9 


10 


6,576803 


0,1709203 


.0,3207246 


10 


li 


9,78^399 


— 0,4785182 


— 7,9299640 


14 


i5 


ii,5i4785 


— o,5i8 3463 


7,9007686 


i5 


16 


11,760776 


— 0,417 4oi5 


0,346 1926 


16 


ï7 


10,446616 


— 0,0750387 


0,477 9358 


17 


18 


7,995519^ 


7,788 8384 


0,4409023 


18 


M 


11,832892 


— 0,488 8i56 


0,184 ï357 


24 


25 


ii,3i6 32o 


— o,3o3 4a4a 


0,4308262 


25 


26 


9,374 586 


-1,5373747 


0,4832071 


26 


27 


6,703 088 


0,1495304 


0,3366090 


27 


32 


11,462873 


- 0,5196573 


1,856 0668 


32 


33 


11,785947 


— 0,4259670 


0,334 8859 


33 


34 


10,541 449 


— o,ïo3 7221 


, 475 4o52 


34 


35 


8,126903 


1,722 8721 


0,4473744 


35 



Les signes moins placés devant des logarithmes s'appliquent, suivant notre usage, aux nombres eux- 
mêmes représentés par ces logarithmes. On voit d'ailleurs, par les dispositions précédentes, que le 
développement se rapportera à la longitude moyenne de Pallas, mais qu'il sera relatif à l'anomalie moyenne 
de Jupiter. 

Nous pouvons actuellement, au moyen des formules (12), (14), (i5) et des Tables ci-cfessus, former les 
valeurs numériques de A, „ et de A^ ,,, relatives à la forme 2A, i,sint'Ç'-f- 2A^^cos/'Ç' de R. Les Tables 
suivantes en contiennent le calcul complet. 

Nous avons placé dans des colonnes verticales différentes les valeurs particulières R^ de la fonction per- 
turbatrice, suivant que l'indice p a Tune de ces trois formes p = ^n^ /? = 4/i-|-i, /> = 4/2-f-2, ou 
/? = 4/t -h 3. Chacune des quantités R^ est d'ailleurs, pour plus de clarté, placée à côté de son indice p. 

Au bas de chacune des colonnes verticales , on trouve la somme des nombres qu'elle contient ; et l'on en 
déduit immédiatement les valeurs de A, ^^ et de A^^^ conformément aux formules (12) , et la valeur de A^,, 
par la formule (i3). Cette dernière quantité doit être presque nulle, ce qui procure un moyen de vérification. 
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Table pour les posàions successwes de Jupiter. 



(L'anomalie moyenne, correspondant à rindioe /, est égale à i.5".) 



'■ 


r" 


r'sinu' 


r'cosy' 


1 


o 


24,524490 


0,0000000 — 


4,9522207 


72 


I 


24,534913 


0,4757488 - 


4,9303728 


7ï 


2 


24,566090 


0,947 3o35 - 


4,865 0495 


70 


3 


24,617746 


1,410 5225 — 


4,7569079 


69 


4 


24,689428 


1,8613689 - 


4,6070309 


68 


5 


24,780508 


2,2959587 — 


4,4169086 


67 


6 


24,890193 


2,7106065 — 


4, 1884133' 


66 


7 


25,017533 


3,1018656 - 


3,9237690 


65 


8 


25,161 434 


3,466 5635 - 


3,6255167 


64 


9 


25,320669 


3,801 83o8 — 


3,2964756 


63 


lO 


25,493892 


4,io5 1241 — 


2,9397021 


62 


II 


25,679654 


4,3742428 - 


2,558 4475 


61 


12 


25,876417 


4,6073399 - 


2,i56ii59 


60 


i3 


26,082569 


4,8029263 — 


1,7362223 


59 


i4 


26,296443 


4,9598711 - 


1 , 3o2 3520 


58 


i5 


26,516 327 


5,0773962 - 


0,858 1232 


57 


i6 


26,740486 


5,i55o668 - 


0,407 i5io 


56 


'7 


26,967 171 


5,1927799 - 


— 0,0469846 — 


55 


i8 


27,194635 


5,1907482 - 


— 0,5007679 — 


54 


19 


27,421 149 


5,149 4834 - 


- 0,9507734 - 


53 


20 


27,645012 


5,0697776 - 


- 1,3936884 - 


52 


21 


27,864562 


4,9526834 - 


— 1,8263322 — 


5i 


22 


28,078 189 


4,7994942 ~ 


- 2,2456724 - 


5o 


23 


28,284346 


4,6117240 - 


— 2,6488390 — 


49 


M 


28,481 556 


4,3910876 - 


- 3,o33i346 - 


48 


25 


28,668420 


4,1394812 - 


- 3,3960441 - 


47 


26 


28,843627 


3,858 9636 - 


— 3,7352412 — 


46 


27 


29,005958 


3,55i 7388 - 


- 4,0485935 - 


45 


28 


29,154295 


3,220 i388 — 


- 4,3341667 - 


44 


29 


29,287624 


2,8666073 — 


— 4,5902273 — 


• 43 


3o 


29,405 039 


2,493 685i — 


- 4,8152439 - 


42 


3i 


29,5o5 75o 


2,103:9955 — 


— 5,0078890 - 


41 


32 


29,589080 


1,700 23lO — 


- 5,1670392 - 


40 


33 


29,654473 


1,285 1406 — 


- 5,291 7754 - 


39 


34 


29,701 494 


0,861 5176 — 


- 5,38i 3829 - 


38 


35 


29,729832 


0,432 i88i — 


- 5,435 35i5 - 


37 


36 


29,739299 


0,0000000 — 


- 5,4533750 - 


36 


I 


r" 


r'sinu' 


r'cosu' 


i 
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La Table de Pallas comprend les positions de cette planète pour les longitudes moyennes o.a, i.a, 
2. a, 3.a,..., f.a, a étant égal à 42** 1 4'. D m'a été nécessaire de pousser cette Table jusqu'à /= 40a. 
Mais je ferai remarquer qu'en vertu de la grande excentricité de Pallas, el de l'inclinaison considérable 
de son orbite sur l'orbite de Jupiter, les valeurs de A^ ^^ et de A^ ^^ se trouvent nulles pour les longitudes 
moyennes suivantes de Pallas, /= 2a, 3a, 4a, 5a, iia, 12a, i3a, 19a, 20a, 21a, 22a, 23a, 28a, 29a, 
3oa, 3ia, 36a, 37a, 38a, 39a et 4o a: ou, pour parler plus exactement, ces coefficients sont alors né- 
gligeables par leur petitesse. Nous nous dispenserons donc de rapporter les positions de Pallas corres- 
pondant à ces longitudes moyennes, pour lesquelles nous considérerons *les coefficients A, ,, et A^^ ,g comme 
déterminés et égaux à zéro. 

Table pour les positions successives de Pallas, correspondant aux longitudes 

moyennes l = ia. 



i 


7^ 


log r sin V 


log r cos f 


1 





10,349 o3o 


- 0,0439559 


0,480 1084 





I 


7,863759 


1,8456410 


0,433 8o85 


I 


6 


10,852679 


— 0,5177661 


2,0266470 


6 


7 


11,844878 


— 0,4840847 


, 2o3 4o54 


7 


8 


11,252 232 


— 0,288 1888 


0,4370064 


8 


9 


9,254539 


— 7,4089227 


0,4816293 


9 


10 


6,576803 


0,1709203 


.0,3207246 


10 


14 


9,782399 


— 0,4785182 


- 1,9299640 


14 


i5 


II, 514785 


~o, 518 3463 


1,9007686 


i5 


16 


11,760776 


— 0,4174015 


0,3461926 


16 


17 


10,446616 


— 0,0750387 


0,4779358 


ï7 


18 


7,995519 


1,788 8384 


0,4409023 


18 


24 


11,832892 


— 0,488 8i56 


0, 1841357 


24 


25 


ii,3i6 32o 


— 0,3034242 


0,4308262 


25 


26 


9,374 586 


- 1,5373747 


o,483 2071 


26 


27 


6,703 088 


0,1495304 


0,3366090 


27 


32 


11,462873 


— 0,5196573 


1,856 0668 


32 


33 


11,785947 


— 0,4259670 


0,3348859 


33 


34 


10,541 449 


— o,ïo3 7221 


, 475 4o52 


34 


35 


8,126903 


7,7228721 


0,4473744 


35 



Les signes moins placés devant des logarithmes s'appliquent, suivant notre usage, aux nombres eux- 
mêmes représentés par ces logarithmes. On voit d'ailleurs , par les dispositions précédentes , que le 
développement se rapportera à la longitude moyenne de Pallas, mais qu'il sera relatif à l'anomalie moyenne 
de Jupiter. 

Nous pouvons actuellement, au moyen des formules (12), (14), (i5) et des Tables ci-dessus, former les 
valeurs numériques de A, ,g et de A, „, relatives à la forme SA, i,sin«'Ç'-f- 2A^ ^cos/'Ç' de R. Les Tables 
suivantes en contiennent le calcul complet. 

Nous avons placé dans des colonnes verticales différentes les valeurs particulières R^ de la fonction per- 
turbatrice, suivant que l'indice p a l'une de ces trois formes p = in^ /? = 4/i-hi, />=4«-l-2, ou 
p = 4/{ -f- 3. Chacune des quantités R^ est d'ailleurs, pour plus de clarté, placée à côté de son indice p. 

Au bas de chacune des colonnes verticales , on trouve la somme des nombres qu'elle contient ; et l'on en 
déduit immédiatement les valeurs de A, ^^ et de A^ ^^ conformément aux formules (12) , et la valeur de A^ ^^ 
par la formule (i 3). Cette dernière quantité doit être presque nulle, ce qui procure un moyen de vérification. 
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Longitude moyenne de Pallas o.a = o"o'. 



p 


\ 


P 


\ 


P 


Rp 


P 


^ 





0,3691819 
0,256 5958 


I 


0,3343973 


2 


o,3o4 3i66 


3 


0,2785721 


4 


5 


0,2378080 


6 


0,2216893 


7 


0,2077996 


8 


0,1957750 


9 


o,i853i8o 


10 


0,1761862 


II 


0,168 1817 


la 


0,161 1429 


i3 


0,1549368 


14 


0,1494539 


i5 


o,i446o3o 


i6 


o,i4o3o84 


17 


o,i36 5o68 


18 


o,i33i447 


19 


o,i3o 1775 


20 


0,1275671 


21 


0,1252816 


%2 


0,1232941 


23 


0,121 58i5 


î^4 


0,120 I25o 


25 


0,1189084 


26 ' 


0,1179186 


27 


0,117 '45i 


28 


0,1165794 


îi9 


0,Il62l52 


3o . 


0,1160482 


3i 


0,1160759 


32 


0,1162975 


33 


0,1167142 


34 


0,1173289 


35 


0,118 i463 


36 


0,1191731 


37 


o,i2o4i83 


38 


0,121 8929 


39 


0,123 6108 


4o 


0,125 5884 


41 


0,1278458 


42 


o,i3o4o65 


43 


0,1332985 


44 


0,136 5553 


45 


0,1402159 


46 


0,1443272 


47 


0, 1489446 


48 


o,i54 1342 


49 


0,1599752 


5o 


0,1665627 


5i 


0,1740117 


52 


0,1824617 


53 


0,1920826 


54 


o,2o3o825 


55 


0,2157165 


56 


0,2302974 


57 


0,247^063 


58 


0,2669013 


59 


0,2899144 


6o 


0,3168204 


61 


0,348 1369 


62 


0,3840783 


63 


0,4240371 


64 


0,4656788 


65 


o,5o3 8639 


66 


o,53o5836 


67 


0,5378717 


68 


0,5230875 


69 


0,4910944 


70 


0,4504457 


71 


0,4084181 


3,8573698 


3,856 9256 


3,8576612 


3,858 1061 



A, ,g = — 0,000 o32 792 
Ag 18 = — 0,000 008 094 



-0,000000010 



Longitude moyenne de Pallas i .a = 4a° I4^ 



^«T, Il '^ 



0,000000253 

0,000 oo3 75o 



A^ jg = 0,000 ooô 001 



P 


\ 


P 


\ 


P 


\ 


P 


«, 





0,442^421 


I 


0,436 2263 


2 


0,4204375 


3 


0,3979250 


4 


0,3720800 


5 


0,3456167 


6 


0,3202629 


7 


0,2969077 


8 


0,2758796 


9 


0,257 ï862 


10 


0,2406759 


II 


0,226 i327 


12 


0,21 3 3*74 


i3 


0,2020417 


14 


0,1920788 


i5 


0,1832664 


16 


0,1754559 


"7 


o,i68 52o3 


18 


o,i62 35i5 


19 


0, 156 8579 


20 


0,1519614 


21 


0,1475958 
0,1344321 


22 


0,1437046 


23 


0,1402399 


24 


0,137 ï6o7 


25 


26 


0,1320242 


27 


0,1299118 


28 


0,1280733 


29 


0,1264905 


3o 


0,125 14B2 


3i 


o,i24o338 


32 


0,123 i369 
0,121 5915 


33 


0,1224494 


34 


0,1219653 


35 


0,121 6801 


36 


37 


0,121 6985 


38 


0,1220022 


4I 


0,122 5o52 


40 


0,1232119 


4i 


0,124 1287 


42 


0,1252639 


0,1266278 


44 


0,1282335 


45 


0,1300962 


46 


0, 132 2346 


47 


0,1346703 


48 


0,1374292 


49 


0,140 5414 


5o 


0,1440423 


5i 


0,1479735 


52 


0, 152 3835 


53 


0,1 57 3296 


54 


0,1628790 


55 


0,1691106 


56 


0,176 1176 


57 


0,1840094 


58 


0,1929148 


§ 


0,2029843 


60 


0,2143923 


61 


0,227 3375 


62 


0,2420^97 


0,2587282 


64 


0,2776158 


65 


0,2988450 


66 


0,3223878 


. 67 


0,3478785 


68 


0,3743667 
3,7246593 


69 


0,4000419 


70 


0,422 II 11 


7' 


0,437 1626 


3,7:145872 


3,7245243 


3,7245963 
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P 


\ 


P 


h 


P 


!^. 


P 


\ 





0,1577649 


j 


0,1529959 


2 


0,1487069 


3 


0,1448593 


4 


0,141 4184 


5 


o,i38 353o 


6 


o,i35 635i 


7 


0, 1332402 


8 


o,i3i i463 


9 


0,1293343 


10 


0,1277876 


II 


0,1264917 


12 


0,1254340 


i3 


0,1246042 


14 


0,1239935 


i5 


0,1235948 


i6 


0,1234025 


17 


0,1234129 


18 


0,1236232 


19 


0,1240326 


'20 


0,1246414 


21 


0,1254514 


22 


0,1264659 


23 


0,1276898 


'^ 


0,1291295 


a5 


0,1 307931 


26 


0,1326904 


■ 27 


0, 134 8333 


28 


0,1372358 


20 


o,i39 9i38 


3o 


0,1428860 


3i 


0,1461735 


32 


0,1498005 


33 . 


0,1537942 


34 


o,i58i849 


35 


o,i63oo65 


36 


0,1682962 


37 


0,1740945 


38 


0,1804445 


39 


0,1873910 


4o 


0,1949787 


4i 


0,2032488 


42 


0,2122345 


43 


0,221 9535 


44 


0,2323970 


45 


0,2435145 


46 


0,255 1938 


47 


0,2672356 


48 


0,2793275 


49 


0,291 0229 


5o 


0,3017369 


5i 


0,3107773 


52 


0,3174220 


53 


0,321 0416 


54 


0,321 2389 


55 


0,3179509 


56 


0,3114691 


57 


o,3o2 366i 


58 


0,291 3629 


59 


0^,2791924 


6o 


0,266 5oo7 


61 


0,2537971 


62 


0,241 4472 


63 


0,2296896 


64 


0,2186629 


65 . 


0,2084327 


66 


0,1990151 


67 


0,1903941 


68 


0,1825347 


G9 


0,1753917 


70 


0,1689156 


71 


o,i63o562 


3,391 5621 


3,391 5627 


3,391 5629 


3,391 5623 



A^ ,g = 0,000 000 01 1 Ag 3^ = OyOoo 000 000 

A^ jg = — 0,000 000 022 

Longitude moyenne de Pallas 7 a = 295** 38'. 



P 


^^; 


P 


. \ 


p 


\ 


P 


\ 





0,1981.309 


' ï 


0^,1882430 


2 


0,1794332 


3 


0,171 5838 


4 


0,164 5883 


5 


0, 158 3522 


6 


0,1527923 


7 


0,1478362 


8 


0,1434208 


. 9 


0,1394916 


10 


0,1 36 001 3 


II 


0,1329089 


12 


0,1 301793 


i3 


0,1277818 


14 


0,1256903 


i5 


0,1238822 


16 


o,i22 338i 


ï7 


0,121 0417 


18 


0,1199791 


19 


0,119 i388 


20 


0,118 5ii3 


21 


0,1180893 


22 


0,1178670 


23 


0,117 8406 


24 


0,1180078 


,25 


0,1183678 


26 


0,1189218 


27 


0,1196723 


28 


0,1206235 


29 


0,121 7814 


3o 


0,123 i539 


3i 


0,124 7^08 


32 


0,126 5841 


33 


0,1286683 


34 


o,i3i 0204 


35 


o,i33 66o5 


36 


0,l3&6l22 


37 


0,1399029 


38 


0,1435642 


39 


0,1476332 


40 


0,1 52 i525 


41 


0,157 '7i5 


4a 


0,1627472 


43 


0,1689454 


44 


0,1768^15 


45 


o,i83 52i4 


46 


0,1920820 


47 


0,201 63o9 


48 


0,2122844 


'49 


0,2241619 


5o 


0,2373764 


5i 


0,2520142 


52 


0,268 1025 


53 


0,2855555 


54 


0,3040947 


55 


o,323 1430 


56 


0,341 7166 


57 


0,358 3721 


58 


0,371 3ii8 


59 


0,3787398 


60 


0,3794185 < 


'61 


0,3731578 


62 


0,3609043 


63 


0,344 36oi 


64 


0,3254046 


65 


o,3o56468 


66 


0,2862364 


67 


0,2678773 


68 


0,2509^93 


69 


0,235 5222 


70 


0,2216477 


71 


0,2092230 


3,484 8462 


3,4848292 


3,4848240 


3,484 8410 



^S, 18 — " 

A = 



0,000000 328 
0,000000617 



A,^ 3g = o, 000 000 000 
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Longitude moyenne de P allas 8a = 337® Sa'. 



: 0,000010 397 
: 0,000011 58i 



A^ 36 = 0^000 000 000 



Longitude moyenne de P allas 9 « = ao** 6'. 



P 


\ 


P 


' Rp 


P 


\ 


P 


Rp 





0,285 8258 


I 


0,263 3636 


2 


0,2439485 


3 


0,227 1689 


4 


0,212 6386 


5 


0,200 oi83 


6 


0,1890197 


7 


0,1794016 


8 


0,1709637 


9 


0,1635398 


10 


o,i56 992i 


II 


o,i5i 2061 


12 


0,1460861 


i3 


0,1 4i 5522 


14 


0,1375371 


i5 


0,1339843 


16 


0, 1308459 


'7 


0,1280815 


18 


0,125 6566 


«9 


0,1235423 


ao 


0,121 7139 
0,1168906 


21 


0,120 i5o5 


22 


0,1 18 8348 


23 


0,1177521 


24 


25 


0,1162407 


26 


0,1157948 


27 


0,1155475 


28 


o,u5 4953 


29 


o,ii5 636] 


3o 


0,1159701 


3i 


0,1164988 


3a 


0,1172256 


33 


0,118 i56o 


34 


0,1192972 


35 


0,120 6586 


36 


0,I22 25l9 


37 


0,1240914 


38- 


0,1261943 


39 


0, 128 5812 


40 


o,i3i 2762 


41 


o,i34 3o83 


42 


0,1377112 


43 


0,141 5252 


44 


0,1457975 


45 


o,i5o5843 


46 


0,1559523 


47 


0,161 9808 


48 


0,1687648 


49 


0,1764183 


5o 


0,1850781 


5i 


0,1949094 


52 


0,206 II 12 


53 


0,2189227 


54 


0,2336294 


55 


o,25o5654 


56 


0,2701090 


^7 


0,2926576 


58 


o,3i856i2 


59 


0,3479739 


60 


0,3805596 


61 


o,4i499iï 


62 


0,448 3o38 


63 


0,475 55o5 


64 


0,4907347 


65 . 


0,489 5654 


66 


0,4722637 


67 


0,4434243 


68 


0,4090863 


69 


0,3740776 


70 


0,3412149 


7» 


o,3ii 7102 


3,7423767 


3,7423554 


3,7419598 


3,7419811 



P 


\ 


P 


\ 


P 


Rp 


P 


Rp 





0,4529116 


I 


0,414 i45i 


2 


0,376 5412 


3 


0,342 3583 


4 


o,3i2 3o4i 


5 


0,2862957 


6 


0,2639261 


7 


0,2447023 


8 


0,228 1489 


9 


0,213 8464 


10 


0,201 4393 


II 


0,1906322 


12 


0,181 1817 


i3 


0,1728876 


14 


0, 165 5853 


i5 


0,1591390 


16 


0,1534362 


17 


0,148 3834 


18 


0,1439025 


ï9 


0,1399282 


20 


o,i36 4o55 


21 


0,1332880 


22 


o,i3o5364 


23 


0,128 1179 


24 


0,1260042 


25 


0,1241717 


26 


0,1226005 


27 


0,121 2740 


28 


0,120 1784 


^9 


0,1193025 


3o 


0,1186374 


3i 


0,118 1763 


32 


0,117^144 


33 


0,1178487 


34 


0,1179781 


35 


o,ii8 3o32 


36 


0,1188264 


37 


0,1195522 


38 


0,1204866 


39 


0,1216379 


40 
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Longitude moyenne de P allas 32a = 27i*?a8'. 
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Longitude moyenne de Pallas 34* = 355® 56'. 
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Longitude moyenne de Pallas 35 a = 38** 10'. 
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4i6 RECHERCHES ASTRONOMIQUES. — ADD. AU CHAP. IV. 

Le système complet des valeurs de A, „ et de A^ ,g étant connu par ce qui précède, il reste à obtenir le 
développement de ces fonctions , suivant les sinus et les cosinus des multiples de la longitude moyenne / 
de Pallas. C'est à quoi Ton est parvenu , au moyen des formules données dans la première partie de cette 
ADDITION. Toutefois , au lieu de développer les fonctions A, ^^ et A^ ^^ elles-mêmes , j'ai développé les fonc- 
tions H et K qui leur sont liées par les relations 

IH = A. ,. cosiSa — A^ ,. sini8a, 

(,(5) '."» ^.>» 

K = A^ jg siniS a H- A^ ,g C08 18 a. 

Des développements de H et de K, on déduit ensuite ceux de A, „ et A^ „ par les relations 

A, ,g = Ksini8a-f-Hcosi8a, 
A^ „ = Kcosi8a — Hsini8a. 

Voici les développements complets de H et de K : 

H = — 0,000 000 09a 

-h 0^000 000 oaa sin/- — 0,000 000 178 00s/ 

— 0,000 000 008 sina/ — 0,000 000 186 COS2/ 

— 0,000 000 170 sin3/ — 0,000 000 267 cos3/ 

— 0,000 000 441 sin4^ — 0,000 000 5o3 cos4/ 

— 0,000 000 786 sin5/ — 0,000 000 843 cos5/ 
— - 0,000 001 296 8in6/ — 0,000 001 232 cos6/ 

— 0,000 002 014 8in7/ — 0,000 001 727 C0S7/ 

— 0,000 002 777 8in8/ — 0,000 002 337 cos8/ 

— 0,000 oo3 33o sing/ — 0,000 002 883 cosg/ 

— 0,000 oo3 545 sin 10/— 0,000 oo3 093 cosio/ 

— 0,000 oo3 43i sinii /— 0,000 002 843 cosii / 

— 0,000 oo3 o32 8ini2/-- 0,000 002 21 3 COS12/ 

— 0,000 002 408 sin i3/ — 0,000 001 395 cosi3/ 

— 0,000 001 714 sini4/— 0,000 000 598 COS14/ 

— 0,000 001 iio sini5/ — 0,000 000 o34 cosiS/ 

— 0,000 000 647 sini6/ 4-0,000 000 197 COS16/ 

— 0,000 000 3i4 sin 17/ -1-0,000 000 2o5 COS17/ 

— 0,000 000 122 sini8/-ho,ooo 000 i34 cosi8/ 

— 0,000 000 044 sini 9/4-0,000*000 o56 COS19/ 

— 0,000 000 on sin2o/4-o,ooo 000 008 cos2o/. 

K = — o , 000 000 1 14 

4- 0,000 000 265 sin / — 0,000 000 145 cos/ 

4-0,000 000 35o sin2/ — 0,000 000 o33 COS2/ 

4-0,000 000 346 sin 3/ — 0,000 000 114 cos 3/ 

4-0,000 000 479 sin 4/ —0,000 000 422 €0S 4/ 
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+ 0,000 000 83o sin5/ —0,000 000 820 ces 5/ 
-j- 0,000 001 281 sin6/ — 0,000 001 3i3 cos6/ 

-1-0,000 001 768 siny/ — 0,000 001 954 COS7/ 
-f- 0,000 002 280 sin 8/ — 0,000 002 718 ces 8/ 
4-0,000 002 811 sing/ — 0,000 oo3 367 COS9/ 
H-o,ooooo3 109 sin 10/— 0,000 oo3 611 ces 10/ 
-+- 0,000 002 902 sin 1 1 / — o ,000 oo3 43o cos 1 1 / 
-f- 0,000 002 222 sin 12/ — 0,000 002 991 cos 12/ 
-f- 0,000 001 366 sin i3/ — 0,000 002 43i cosi3/ 
+ 0,000 000 663 sin 14^— 0,000 001 786 cos 14^ 
+ 0^000 000 i83 sin i5/~ 0,000 001 092 cosi5/ 

— 0,000000 128 sin 16/— 0,090 000 521 cos 16/ 

— 0,000 000 270 sin 17/— 0,000 000 221 cos 17/ 

— 0,000 000 234 sin 18/ — 0,000 000 128 cos 18/ 

— 0,000 000 ii5 sin 19/— 0,000 000 092 cos 19/ 

— 0,000 000 025 sin 20 — 0,000 000 044 cos 20/ 

On peut s'assurer , en attribuant à / les valeurs o, a, 2a, 3a, ... , que les formules précédentes repro- 
duisent les valeurs numériques de H et de K , telles qu'elles résultent des relations (16). Et ainsi il ne peut 
rester aucun doute sur l'exactitude des coefficients qu'elles renferment. 

La perturbation dont nous nous occupons dépend des termes suivants : 

H = — 0,000 002 014 sin7/ — 0,000 001 727 COS7/, 
K = 0,000 001 763 sin7/— 0,000 001 954 C0S7/. 

On en déduit, par les relations (17) , pour les valeurs correspondantes de A, „ et de A^ ,3 : 

. A^ ,g = — 0,000 000 400 sin7/— o,oo<5 002 58o COS7/, 
A^ ,g = 0,000 002 646 sin7/ — 0,000 000 377 COS7/. 

Développant enfin la partie A,^ ^^ sin 1 8 Ç' + A^ „ cos 1 8 Ç' de l'expression de R , nous trouverons 

R = — 0,000 002 6i3 sîn(i8Ç'— 7O — 0,000 000 389 cos(i8Ç'— 7/) 
+ 0,000 000 o33 sin(i8J;'+7/) + 0,000 000 on cos{i8 2;'+ 7/). 

Les deux premiers termes de cette expression sont ceux qui fournissent la grande inégalité de Pallas. Les 
deux derniers sont inutiles pour le calcul de cette inégalité. Nous tenions cependant à les conserver, parce 
qu'ils nous fournissent une dernière vérification. Leur argument (18 «'+7/2) étant très-considérable, on 

I. . ■ 53 
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4i8 RECHERCHES ASTRONOMIQUES. - ADD. AU CHAP. IV. 

prévoit, par les raisons exposées dans le premier paragraphe, que leurs coefficients doivent être très-petits. 
C'est ce qui se trouve vérifié par leur détermination. 

En portant la valeur précédente de R dans la formule (a), on obtient enfin 

rjp = 885", 32 cos(i8?;'- 7/)- i3i",8o sin( 18Ç'- 7/). 

On remplacera d'ailleurs, si on le veut, Ç' par l' — vi\ ti' étant la longitude du périhélie de Jupiter, 
en i83i, époque pour laquelle a été calculée la perturbation. 



FIN DU TOME PREMIER. 
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ERRATA DU TOME PREMIER. 



Pages. 
128, lignes 8 et 9, au Heu de ipbypy lisez pb^p. 

187, ligne 3, au lieu de l i j 5 lisez i i j • 

248, ligne 7, lisez r étant l'époque du passage au périhélie. 

3o3, ligne 12, remplacez le premier }L^^^ par K^ • 

322, fonction (121), au lieu de ... H- 8 1» K^' ^ lisez ... 4- 8 1») k|'^. 

349, ligne 4> ûtf lieu de — 56 /*, lisez -h 56 1*. 
349, ligne l'jy au lieu de + 6o5 1% lisez — 6o5 1'. 
374» valeur de ( 261 ) (*), au lieu de 3 1860, lisez 3 1660. 

375, valeur de (280) (*\ au lieu de — 5i , lisez — 61 . 

376, valeur de 2 ( 292 ) ('"\ au lieu de — 3o, lisez — • ^o. 

fw CL 

392, ligne 4> «^ ^'^" de sm[ii — 3) ? lisez sin (2 / — 3) — 

395, 4* colonne, 4* ligne en remontant, au lieu de + 2,692 4^73 K', , , lisez -f- 2,692 4^7 3 K.' , . 
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